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OZET

Bu tezde, keyfi N kubitlik bir durum igin pratik bir kuantum isinlanma protokolii
onerilmistir. Onerilen protokolde gonderici ve alict dnceden dolanik bir durumun
kubitlerini paylasirlar. Gonderici 1smlamak istedigi durumla, dolanik durumdaki paymin
kiibitlerini etkilestirdikten sonra, ortak bir durum ediyorlar. Bu ortak durum,
gondericinin’ in ve aliciin sahip oldugu kiibitlerin ayrilacagi ve bu durumlarin tek
kiibit kapilar1 kullanilarak (X ve Z) 4N kez yeniden diizenlenecegi sekilde yazilmistir.
Birlesik durumdaki durumlarin yeniden diizenlenmesinde kullanilacak bu tekli kubit
kapilarinin ~ serilerini  belirlemek i¢in kiime teorisi kullanilarak bir ydntem
gelistirilmistir. Onerdigimiz protokolle, rastgele bir N kiibit durumu bir konumdan
digerine giivenilir bir sekilde 1gmlanabilir. Ornek olarak, rastgele iki ve t¢ kibitlik

durumlar i¢in 1s1nlama protokollerini inceledik.

Anahtar Kelimeler: Bell durumlari, Kuantum bilgi teorisi, Kuantum dolaniklilik,

Kuantum 1sinlama, Kubit
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SUMMARY

In this thesis, a practical quantum teleportation protocol for an arbitrary N-qubit
state is proposed. In the proposed protocol sender and receiver share a maximall
entangled state in advance. After sender interacts the state she wants to teleport with the
qubits of her share in the entangled state, a joint state is obtained. This joint state is
written in such a way that the qubits in senders’ and receivers’ possession are separated
and these states are re-arraned 4N times using single-qubit gates (Z and X only). A
method is developed using set theory to determine the series of these single-qubit gates
to be used in rearrangement of the states in the joint state. With the protocol we
propose, one can faithfully teleport an arbitrary N-qubit state from one location to
another. As an example we studied the teleportation protocol for an arbitrary two and
three-qubit states.

Keywords: Bell states, Quantum information theory, Quantum teleportation,

Quantum entanglement, Qubit

Vil



ICINDEKILER

KABUL VE ONALY ..ottt e st a e e nnnaee s Il
BILIMSEL ETIGE UYGUNLUK BEYANI ......coiviiiiiiiiinieiseiseises s \%
TESEKKUR .....oovitiiiieteeeee ettt ee ettt ee ettt ee et es st ess st s ess s sante s s saet s s steteneennas V
(074 = RO VI
SUMMARY ettt et e et e e e e e e eea e VIl
ICINDEKILER .......oouiiitiieteeeeeeeeee ettt es s en e VI
TABLOLAR DIZINT .....ocoiiiiiiieeceeeeeeeeeeeeeee e X
SEKILLER DIZINT ..o XI
SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI......cooiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeee s Xl
L GIRIS ettt ettt et ettt ettt ettt ettt 1
11kt .... . ... A0 A A A 2
1.2, T@ZIN AINAC...etttiieiiiiieiieie ettt e ettt e e e e e e ettt e e e e e e e sttt b ettt e e e e e s s anbbbbeeeeeeeeeanns 3
2. GENEL BILGILER ......coootiiiiiiiiiiiiet ettt 4
2.1, Kuantum MEKanIZ ......coouvuviiiiiiiieeiiiiiiiiiet ettt e e e e s 4
2.1.1. Kuantum Mekaniginin Postllalari.........cccccooccuiiiiiiiiniiiiiiii e 4
2.1.1.1.1. Postiila: DUrum UZay1 .......ccooviiiiiiiiiiiiiiieiisciiiiiiie e 5
2.1.1.2.11. Postiila: Durum Vektorlerinin Zaman EVFIMIi .........ccocvviiiiiiiiiiiieen, 6
2.1.1.3.111. Postiila: OIHM POSHHIAST .....c.vevviviieiieieieiece ettt 11
2.1.1.3.1.12dUSHM OICHMICTI .....vcvvveeeeeeeee ettt 11
2.1.2.DIraC GOSEEITMI ..o 13
2.0 3. ISIEMICHIET ...ttt 14
2.1.3.1.0zdeger ve OzVEKLOIIET .........vcvevieveiceieeeieeeee et 15
2.1.3.2.15lemci FONKSIYONIATT ......cvvuvvevieiicictceseeteee ettt 15
2.1.3.3.Islemcilerin Matris TemSili........ccveoviiiieeieeese et 17
2.1.3.4.TeNSOT CaIPIMatiiiiiiiiiiiiiiiiiiee e e e e esibbr et r e e e e e s s st b et e e e e s s s s e e a e e e e s s s nntbbrrreaeeas 18
2.1.4. Kiibitler ve Kuantum Durumlart ...........ccoooiiiiiiiiiiic e 20
2.1.4.1. Kuantum Bitler(KUDILIEr) .........coovriiiie e 20
2.1.4.2. Kuantum DolanikliliK ... 22
2.1.4.3.YOGUNIUK MALTIST ...vvveiiiiiiie ettt e s e st e e 26
2.1.4.4.Indirgenmis YOoZUNIUK MatriSi..........c.cvevivevererereriririiiieissseseersieeeeee s 28
2.2, KUuantum Bilgli TEOTIST......cuuveiieiiiiiie ettt sraaa e 29
2.2.1. Kuantum Mantik Kapilart ..o 29



2.2 L L X U KAPIST ottt 30

2.2 120X KAPIST ittt 31
2.2 1.3 Z KAPIST wieiiiiiie ettt 31
2.2.1.4. Hadamard KapIST........cueeiiiiiiiiiieiiiie et 32
2.2.1.5.Kontrol DEGIL Kapist (CNOT) ......c.cooveviviveieieieeeeeeeeeeieesetee e 33
2.3. Siiper Yogun Kodlama .........cceveiiiiiiiiiiiiicic s 33
2.4, Kuantum ISINIAMA .........oiiiiiiiiiiiiiiie et e e 37
3. YAPILAN CALISMALAR......oi ittt ettt snaee e nnaee e nnnee s 41
3.1. N-Kiibitlik Bir Durumun Ismlama Protokolii...........ccccoviiiiiiiiiiiiiiees 42
3.2. Uygulama 1: Iki kiibitlik bir durumun 1s1nlama protokolii ............cccceeveveeverennee.. 46
3.3. Uygulama2: Ug kiibitlik bir durumun 1sinlama protokolli .............cccccevevevevenanne., 48
4. SONUCLAR VE YORUMLAR... ..ottt 56
KAY NAKC A ettt e e e e e e e e st e e e te e e e ate e e e teaeeasaaeeasteeeanseeeannees 57
(0 Z€1 21611 1 1SR 59



Tablo 1. Ibj)Al1...A2N ve

TABLOLAR DiZiNi

IPj)B1...BN durumlarinin yeniden diizenlenmesinde

kullanilacak tek kiibit Kap1lart ..........coccoveviiiiiiiiiii e



SEKILLER DiZiNi
Sekil 1. Bir kubitin Bloch kiiresindeki gOSterimi ..........ccocoverivieiiiiiieiiieiie e

Sekil 2. Siiper yogun kod protokol $Emast...........eeervvreriiiiiiiieeiiie e

Sekil 3. Kuantum 1$1n1ama deVIEST ......ecuureiiereiiiie i e see e eeee e

Xl



ox ,0y ,0Z

Z
CNOT

SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

:Plank sabiti

‘Ket

:Bra

:Pauli matrisleri
:Hermitik eslenik
:TensOr ¢arpimi
:Kompleks say1
Iz islemcisi
:Hadamard Kapisi
:X Kapisi

Y Kapisi

:Z Kapisi
:Kontrol Degil Kapisi

Alice ve Bob :Hipotetik kisiler

Xl



1. GIRIS

Kuantum Hesaplama ve Kuantum Bilgi, kuantum mekanik sistemleri kullanarak
bilgiyi isleme calismasidir. 1980°1i yillarin baglarinda, 151k hizindan daha hizli olacak
sekilde sinyal gonderiminin miimkiin olup olmadigi sorusu giindem olmustur. Eger bir
kuantum mekanik durum vektoriiniin kopyalanmasi1 miimkiin ise, 151k hizindan daha
hizl1 sinyal gonderimi de miimkiin olacakti. Ancak yine 1980’li yillarin baglarinda
kesfedilen bir kuantum durumunun kopyalanamayacagi gercegi, 151k hizindan daha hizli
sinyal gdnderiminin miimkiin olmadigin1 géstermistir. Bu sonug, kuantum hesaplama ve
kuantum bilgi ¢alisma alaninda elde edilen ilk sonuglardan biri olarak degerlendirilir
(Nielsen ve Chuang, 2010).

1993 yilinda Benett ve arkadaslari kuantum mekaniginin en 6nemli ve ilging
uygulamalarindan bir tanesi olan Kuantum Ismlama olayini kesfettiler (Bennett vd.,
1993). Arastirmacilar Einstein-Podolski-Rosen Kanali (Einstein vd., 1935) denilen
dolanik bir durumu (|y) = (a]00)+b|11))/N2) kullanarak bir kibitlik durumu (Ji) =
al0)+b|1)) bir yerden baska bir yere iki bitlik bir klasik bilgi paylasimi ile transfer
etmenin miimkiin oldugunu gosterdiler. D6rt yil sonra bu 1smlama protokoli, deneysel
olarak gergeklestirildi (Bouwmeester vd., 1997). Bu ¢alismada, fotonlar fiziksel olarak
bagli olmasa bile bilginin bilgisayar ¢iplerindeki fotonlar arasinda aktarilabilecegi
gosterilmis oldu. Bu sonug, daha hizli ve daha verimli islemciler ve sensorler saglayarak
teknoloji, tip ve bilimde devrim yaratma potansiyeline sahip olan kuantum hesaplamay1
gelistirmede 6nemli bir adim olarak degerlendirilir. Ismlanma kuantum mekaniginin
atom alt1 diinyasinda miimkiindiir. Kuantum diinyasinda 1smlama, maddenin
taginmasindan ziyade bilginin taginmasini igerir.

Bir kubitlik bir durumun deneysel olarak i1sinlanmasmin ardindan, iki kiibitlik bir
durumun () = aj00)+b|01)+c|10)+d|11)) ismlanip 1sinlanamayacagi sorusu giindeme
gelmistir. Yaklasik bes yil sonra, bir grup arastirmact (Lee vd., 2002), iki kubitlik bir
sistemin 1ginlanmast i¢in bir protokol gelistirmisler ancak bu protokoliin agik bir sekilde
ifadesi ¢alismada yer almamustir. ki kiibitlik sistemin agik bir sekilde ifadesi 3 yil sonra
Rigolin (Rigolin, 2005) tarafindan gergeklestirildi. Bu ¢alismada her ne kadar Rigolin N
kiibitlik bir durumun 1smlanmasi i¢in bir formiilasyon gelistirse de ikiden fazla kiibitlik
bir durumun 1ginlanma protokolii i¢cin agik bir calisma sunamamuistir.

Ikiden fazla kiibitlik bir durumun 1smnlanmasi son derece karisik ve fazla sayida Bell

durumu kullanmay1 gerektirir. Ornegin 1 kiibitlik durumun isinlanmas: 4, 2 kiibitlik



durumun 1smlanmasi 16, 3 kiibitlik durumun 1simnlanmasi 64, 4 kiibitlik bir durumun
1isinlanmast 256 ve nihayet N kiibitlik durumun isinlanmasi 4N tane Bell durumu
iretmeyi ve kullanmayi gerektirir. Her ne kadar literatiirde 3 kiibitlik durumlarin
isinlamasi ile ilgili ¢alismalar olsa da, bu 1smlama protokolleri ¢ok karmasik(Li vd.,
2016), okunmasi zor (Liu, 2014) ve hatta bazilarin1 anlamak imkansiz (Li, 2019)
gibidir. Daha sonra kuantum isinlama protokolii N-kiibitlik duruma genellestirildi. Bu
protokollerde kuantum kanallar olarak Bell-tipi N-kubit durumu (Pathak ve Banerjee,
2011), N-qubitlik W-durumlar1 (Wen-Xue, 2010), N-kibitlik GHZ-durumu (Man,
2007), maksimum dolanik olmayan Bell durumlar1 (Wei-Xing, 2007), birlesmis GHZ-
Bell durumlar1 (Liu, 2007) ve ger¢ek ¢ok pargacikli dolanik Bell durumlar1 (Saha ve
Panigrahi, 2012)( Chen, 2006) kullanilmustr.

2022 Nobel Fizik Odulii, kuantum dolaniklilik alaninda yaptiklar1 ¢alismalar:
nedeni ile U¢ fizikciye verildi. Boylece Kuantum dolaniklilik, kuantum bilgi
transferinde kullanilan kuantum kanalin temelini olusturdugu i¢in kuantum bilgi teorisi
alaninda yapilan 6nemli bir ¢calisma olarak degerlendirilmis oldu.

Bu calismada, N kiibitlik bir durumun isinlanma protokolii acik bir sekilde
olusturulmus, 6rnek olarak ta 2 ve 3 kiibitlik durumlarin 1sinlama protokolii agik bir
sekilde verilmistir. Calismamiz, kuantum bilgisayarlar ve kuantum bilgi transferi

alanina bir katki sunmustur.

1.1. Ozet

Bu tezde, keyfi N kibitlik bir durum igin pratik bir kuantum 1sinlanma protokolii
onerilmistir. Onerilen protokolde Alice ve Bob dnceden dolanik bir durumun kiibitlerini
paylagirlar. Alice 1smlamak istedigi durumla, dolanik durumdaki paymin kiibitlerini
etkilestirdikten sonra, ortak bir durum elde eder. Bu ortak durum, Alice’ in ve Bob’un
sahip oldugu kiibitlerin ayrilacagi ve bu durumlarin tek kiibit kapilar1 kullanilarak (X ve
Z) 4N kez yeniden diizenlenecegi sekilde yazilmistir. Birlesik durumdaki durumlarin
yeniden diizenlenmesinde kullanilacak bu tekli kiibit kapilarinin serilerini belirlemek
icin kiime teorisi kullanilarak bir ydntem gelistirilmistir. Onerdigimiz protokolle,
rastgele bir N kubit durumunu bir konumdan digerine giivenilir bir sekilde 1ginlanabilir.

Ornek olarak, rastgele iki ve ii¢ kiibitlik durumlar i¢in 1s1nlama protokollerini inceledik.



1.2. Tezin Amaci

Bu tezde, N kuibitlik bir durumun bir yerden bagka bir yere 1ginlama protokoliiniin
gelistirilmesi amaclanmaktadir. Ornek olarak ta 2 ve 3 kiibitlik iki durumun 1smlama
protokolii agik bir sekilde verilmistir.

Kuantum 1smlanma, bilinmeyen bir kuantum durumunun bir yerden baska bir
yere, arada herhangi bir fiziksel baglanti olmaksizin aktarilmasi olayidir. 1993'te
Bennett ve arkadaslari, keyfi tek kabitlik bir durum (ly) = a410) + a,11)) igin ilk
kuantum 1ginlama protokoliinii, Einstein-Podolsky-Rosen (EPR) dolasik bir kiibit gifti
ve iletisim i¢in ikili bir klasik bilgi bitinin yardimiyla olusturdular. Onlarin 6nerisinde,
bu iletim sirasinda durum hakkinda herhangi bir bilgi alinmaz. Bu teorik Gneriden
sonra, kuantum 1sinlama olayi, dolasik fotonlar kullanilarak deneysel olarak
gerceklestirildi. Bir sonraki soru, sadece tek bir kuibiti degil, birden fazla kibit
durumunu isinlamanin mimkiin olup olmadigiydi. Lee ve arkadaslari, keyfi bir iki
kubitlik kuantum durumunu (ly) = a;100) + a,101) + a3110) + a4111)) 1gmlamanin
miimkiin oldugunu gosterdi. Ancak protokoliin acik bir sekilde olusturulmasini
saglayamadilar. Ug kiibit durum icin (ly) = a;1000) + a,1001) + a31010) + a,1100) +
as1011) + a6l101) + a;1110) + agl111)) kuantum 1smnlama protokolii  Onerildi.
Rigolin, N-kiibit 1smlanma protokolii i¢in genellestirilmis Bell durumlar1 olarak
adlandirdig1 seyi tiretmek icin bir formiil vermesine ragmen, 1ginlanma protokoliiniin
basarili bir sekilde calismasi i¢in bu durumlarm dogru bir swrada nasil yazilacagini
saglamadi. Ayrica, kuantum mekaniginin dogas1 geregi, kiibit sayis1 arttik¢a 1smlanma
protokoli ¢cok karmasik hale gelir ve prosediirii takip etmek zorlasir. Nispeten basit ve
takip etmesi kolay bir 1smlanma protokolii olusturmak c¢ok takdir edilecektir. Bu, bizi
N-kiibit 1smlanma protokoliiniin genellestirmesini daha da fazla incelemeye motive
ediyor. Bu calismada, orijinal tanimin genellestirilmesi olan bir kuantum iginlanma
protokoll 6nerdik. Bir N-kiibit durumunu 1smlamak i¢in kullanilacak durumlar1 yeniden
diizenlemek i¢in bir yontem gelistirdik. Bu yontem oldukca gostericidir ve anlasilmasi
kolaydir. Bu yontemle, rastgele bir N-kibitin kuantum durumu igin 1sinlanma protokolii

kolayca olusturulabilir.



2.GENEL BIiLGILER

2.1. Kuantum Mekanigi

On dokuzuncu ylizyilin sonlarina dogru, Klasik Fizik teorilerinin tim fizik
yasalarmi agiklayabilecegine inaniliyordu. Newton Yasalari mekanik olaylarini,
Maxwell Denklemleri elektrik ve optik olaylarm, Istatistik Mekanik teorisi ise
termodinamik olaylarmi acgiklayabiliyordu. Ayni yillarda yapilan deneysel caligsmalar
klasik fizikle uyumsuzluk gostermeye baslayinca yeni bir arayisa girildi. Otuz yil kadar
stiren bir arayisin ardindan ‘Kuantum Mekanigi’ ad1 altinda yeni bir fizik bilimi dogdu.
Kuantum Mekanigi atom alt1 diinyasin1 matematiksel nesneler cinsinden tanimlayan ve
matematiksel nesneleri fiziksel igerige doniistiirmek tizere bir dizi kurallar1 olan bilim
dalhidir (Karaoglu,2008).

Kuantum Mekaniginin gelisimine katkist olan olaylardan ilki Max Planck
tarafindan ortaya atilan ‘Siyah Cisim Isimas1’ dir. 1900 yilinda Max Planck atomlarin
radyasyon alis verislerinin siirekli olmayip kesikli (kuantalar) birimler seklinde
oldugunu ifade ederek frekansi v olan bir radyasyonun atomlara enerji dagiliminin
hv‘niin tam katlar1 seklinde oldugunu ifade etmistir. Kuantum Mekaniginin gelismesine
katk1 saglayan bir diger olay ise Einstein‘ nin agikladigi ‘Fotoelektrik Olay’ dir. Aslinda
bu olay1 ilk kez 1890 yilinda Hertz gozlemlemis fakat tam olarak agiklayamamustir.
1905 yilinda ise Albert Einstein 1s13m dalga olmayip enerji paketleri halinde
taneciklerden olustugunu ileri siirmiistiir. Bir diger adim ise Louis de Broglie tarafindan
ortaya atilan madde dalgasi kavramidir. Louis de Broglie 1924 yilindaki doktora tezinde
parcaciklarin uygun kosullarda dalga davranisi gosterebilecegini savundu. 1927 yilinda
Davisson ve Germer nikel kristallerinin yapisini inceledikleri sirada X isimnlar1 yerine
elektron demetleri kullanarak elektronlarin da tipk: bir 151k gibi girisim yapabildiklerini
tesadufen gozlemlediler. Butiin bu adimlar birbirlerini destekleyecek bicimde Kuantum
Mekaniginin gelismesine katki sagladilar. Sonug olarak Klasik Fizik atomik boyutlarda

yerini Kuantuma devretti.

2.1.1. Kuantum Mekaniginin Postiilalar
Kuantum mekaniginin postiilalari, kompleks vektér uzaymdaki matematiksel
teorilerin kuantum mekaniginin fiziksel diinyas: arasindaki baglantilaridir. Diger bir

ifade ile kompleks vektdr uzaymdaki matematiksel teorilerin fiziksel olarak



anlamlandirilmasidir. Kuantum teorisinin gelismesi kolay olmamistir. Bu alana katki
yapan birgok fizik¢i cogu zaman olaylar1 anlamlandirmada basarisiz olmuslar, birgok
durum, yanilma ve engelle karsilasmislardir. Fiziksel gerceklik, kuantum teorisinin

tamamlanmasina, bu yolda ilerlenmesi gerektigine fizikg¢ileri zorlamistir.

2.1.1.1. 1. Postula: Durum Uzay

Durum uzayi, Kuantum Mekaniksel hesaplamalarin gerceklestigi uzaydir. Bagka
bir deyisle, Kuantum Mekaniksel pargaciklari temsil eden dalga fonksiyonunun yasadigi
uzay olarak ta tanimlanabilir. Bu uzaya Hilbert Uzay1 denir. Tim izole olmus fiziksel
sistemler, kompleks vektor uzayinda bir vektor ile temsil edilirler. Buna ‘durum uzayr’
da denir. Burada fiziksel sistem olarak kiibit sistemini inceleyecegiz. Ornegin, bir
kubitlik bir fiziksel sistem kompleks vektdr uzayinda iki boyutlu bir vektor ile temsil
edilir.

Bu uzayin elemanlar1 “ket” olarak adlandirilan (ly)) karmasik vektorlerdir. Sistem
hakkinda istedigimiz bitiin bilgileri icerirler. Bir ket’ in karmasik eslenigi baska bir

vektor olan ve “bra” olarak adlandirilan({y!) diger bir vektorle temsil edilir. Bu uzayda
0y = ((1)) ve 1) = ((1’) ortonormal vektdr seti ise hy) = alO)+bl1) seklinde gbsterilir.

Burada a ve b kompleks sayilardir. ly)’ nin birim vektér olmasi demek ||Iy)]| = 1

oldugudur. Yani /{W|P) =1, (¢|P) =1 seklinde olur. Yukarida bahsedilen bra vektorii
asagidaki sekilde yazilir.

(W] = (0l]a* + (1|b* (Esitlik 1)
Simdi ket ve bra vektorlerinin i¢ ¢arpimlarmi gerceklestirelim.
(W) = ((0la*+(1Ib*)(al0)+bl1)) =a*a(0]|0)+a*b(0[1)+b*a(1]|0)+b*b(1|1) = 1 (Esitlik 2)

Ortonormal vektérler ((0]0) = (1|1) = 1; (0|1) = (1|0) = 0 esitlik(2)’ de

yerine yazilirsa;

(Why) = a'a+b’> =1 (Esitlik 3)



esitligi elde edilir. Burada |a|?, Iy) durumu 6lgiildiigiinde sonucun 0 (sifir) olma
ihtimali, |b|? ise 6lctim sonucunun 1 (bir) olma ihtimalini verir. Bunu asagidaki sekilde

ifade etmek mimkundur.

P, = [{O[W)I? = |al? (Esitlik 4)

Py

[{1[W)? = |bl? (Esitlik 5)

Bir kubitlik sistem bizim igin en temel kuantum mekaniksel sistem olacak.
Buradaki 10) ve I1) ortonormal vektor seti, klasik bitin alabildigi 0 ve 1 degerlerinin
benzeridir. Ancak klasik bitten en Onemli farki, bir sistemin [10) ve [1)’ lerin

stiperpozisyon durumlarinin da mevcut olmasidir.

2.1.1.2. 1. Postila: Durum Vektorlerinin Zaman Evrimi

ly), bir kuantum mekaniksel durum vektori olsun. Bu vektér kompleks vektor
uzayinda degisir. Bu degisimi gerceklestiren bir¢cok islemci olabilir. Ancak hy)’ in
degisiminin fiziksel olarak anlamli olabilmesi icin islemcilerin bazi Ozellikleri
saglamasi gerekir. Kuantum mekaniksel sistemlerin zamanla degisimini gergeklestiren

islemciler lineer ve Uniter islemcilerdir.
[y —>p) ') =Ulw) (Esitlik 6)

Uly) = UY,; a;1i) = X; a;Uli) lineerlik 6zelligi, UTU = | ise Uniterlik 6zelligi olarak
bilinir. Burada lineerlik 6zelligi, matematiksel bir ozelliktir. Uniterlik ozelligi ise

onemli bir fiziksel ger¢eklige karsilik gelir. Durum vektorlerinin i¢ ¢arpimlari korunur.

(1)) = U®)hy(t = 0)) (Esitlik 7)

(1)) = U(t)Id(t = 0)) (Esitlik 8)

(@(0)[Y(0)) =(PO)|W (D) (Esitlik 9)
esitlik (6-8) bilginin asla yok olmayacag: anlamma da gelir.

(1)) = U(t)Id(t = 0)) (Esitlik 10)



(D) = (D(t = 0)IUT(t) (Esitlik 11)
(@(t = 0)l UT(UR)y(t = 0)) = (P (0)]1(0)) (Esitlik 12)

ut@u@) =1 (Esitlik 13)

Ornegin; Pauli matrisleri o, .0y , 07 Uniter iglemcilerdir. Yani

oo, =1 (Esitlik 14)
olo, =1 (Esitlik 15)
ola, =1 (Esitlik 16)

Uniter islemciler her zaman e*4 seklinde yazilabilirler.

U=ed, Ut =e (Esitlik 17)

Burada A bir hermityen islemcidir. Simdi durum vektoriiniin zamanla nasil
degistigine bakalim:

U(t) sadece zamana bagli bir tiniter islemcidir. t=0 oldugunda yani bir zaman
gegmediginde U(t = 0) = I seklinde birim islemciye esit olacagini kestirmek zor

degildir. Yani

U(0)ly) = hy) (Esitlik 18)

Ut=0)=I (Esitlik 19)

seklinde yazabiliriz. Simdi durum vektoriinii ¢ok az degistirelim. t=¢ alalim ve & ¢ok

kiclk olsun. Bu durumda

€250 (Esitlik 20)

olur ve



U(t = &) = I+ep; =" (Esitlik 21)

U(t=e) = I—-eH (Esitlik 22)
yazilir. Burada H simdilik sadece bir islemcidir. U’nun Uniterlik 6zelligini kullanarak

utu=1 (Esitlik 23)
yazilabilir. Asagidaki islemi yaparsak,

(I+ zeH*)(1- eH) = | (Esitlik 24)

seklinde yazilir. HT = H hermityen bir islemcidir. Simdi durum vektdriiniin ¢ok kiigiik

bir zaman sonraki halini yazmaya ¢alisirsak,

t; =t; t, =t+e olmak lzere (Esitlik 25)
yazilabilir. Bu zamanda 6teleme islemini yapan islemcimiz U oldugu igin,
U(e)ly(t; = 1)) = ly(t, = t+e)) (Esitlik 26)
seklinde olur. U iglemcisinin ag¢ik halini durum vektorii lizerine etki edersek,

(- éeH (b)) = hy(tt+e)) (Esitlik 27)
elde edilir. Yukaridaki esitligi yeniden dlzenlersek,

(ty = )= reHhy(D) = hy(t+e)) (Esitlik 28)

—ieUlp (b)) = hy(t+e))—hy(t)) (Esitlik 29)

kullanilirsa



Hiy(t; = 1)) = in 2O (Esitlik 30)

elde edilir. Burada H Hamiltoniyen islemcisidir. Bu sistemin toplam enerjisini temsil
eder. Bu denkleme ise Schrodinger denklemi denir. Schrodinger denklemi ¢Ozulerek

ly(t)) durum vektoriiniin zamanla nasil degistigi belirlenebilir.

L) = — ~Hiy(D) = — T Ely(1)) (Esitlik 31)
oy T = [ =t (Esitlik 32)
In () = — (Esitlik 33)
() = hy(0))e it (Esitlik 34)
(D)) = e R hy(0)) (Esitlik 35)
Ut) =e ¢, Ut(t) = eint (Esitlik 36)

Bu degisim bize sunu gosteriyor: Durum vektérli kompleks vektor uzaymda

enerjiye bagli olarak belirli bir frekansla doner.
() = [cos (E¢) — isin (£¢)|y(0)) (Esitlik 37)
£ = ;E=ho (Esitlik 38)
seklinde ifade edilir. Esitlik (38) diizenlendiginde
(D)) = et hy(0)) (Esitlik 39)

elde edilir. Simdi H islemcisinin 6z durumlarmi diisiinelim: [y, (t)); H islemcisinin 6z

durumlar1 olsun.

Hiyp, (1)) = Enlipn (1)) (Esitlik 40)



(1) = X anbn (1)) (Esitlik 41)

Bu durumda Schrodinger denklemini ¢ozelim:

2 W(O) ==L Hhy(v) (Esitlik 42)
Esitlik(42) ve esitlik(43) birlikte yerine yazilirsa

2e Con @ W (D)) = = H (T (1)) (Esitlik 43)

elde edilir. H lineer bir islemci oldugu i¢in, a,, katsayilar1 arasindan gegerek [, (t))

uzerine etkiyecek ve E,, enerji 6zdegerlerini iiretecektir.

L (B @ W (D)= — = Tt (O))= — = T Bl @)  (Esitlik 44)

S, @y b () = e HE S, @, i (0)) (Esitlik 45)

Lot P (D)) = €7 By 119,(0)) (Esitlik 46)

Bu esitlikler bize; her 6z-vektorin kendi frekansi ile degistigini soyliiyor. Yiksek
enerjili durumlar yiliksek frekansla diisiik enerjili durumlar ise diisiik frekansla
degisirler. Hamiltoniyen islemcisi hermityen oldugu i¢in kosegenlestirilebilir ve dis

carpim seklinde temsil edilebilirler.
H =X EnlEnXE,| (Esitlik 47)

| E,) enerji 6zdurumlar1 ya da bazen kararli durumlar da denir. E,, ise |E,,) kararh

durumuna ait enerji degeridir. Kararli durumlarin zamanla evrimi

En(0)) = e 7 0IE, (0)) (Esitlik 48)

seklinde yazilir.

10



2.1.1.3. 111. Postiila: Ol¢iim Postiilas

Bir kuantum mekaniksel sistemin élcimi; {M,,}6lcim islemcisiyle temsil edilir.
Bu islemciler 6l¢iim yapilacak sistemin durum uzayi iizerine etki ederler. Burada “m”
olctim sonucunda elde edilecek miimkiin durumlardan birini temsil eder. Olgiim

yapmadan hemen Once sistemin durumu lhy) ise, 6l¢iim yaptiktan sonra “m” sonucunun

elde edilme olasiligi P(m);
P(M) = (yIM} M, ly) yada P(m) = |M,, )2 (Esitlik 49)

seklinde yazilir. Olgiimden sonra sistemin kuantum durumu

= —ny) -
J (WM My 1) (Esitlik 50)

) = 22y

seklindedir. Olasiliklarin normalizasyonu
YmP(m)=1; (yly)=1 (Esitlik 51)
olarak yazilir. Olasilik denklemi tamlik bagmtisini igerir.

Mt M, =
Zm M Mo (Esitlik 52)

Bu esitlik, tiim ihtimallerin toplammin 1 olmasi gerektigi gerceginin baska bir

ifadesidir.

2.1.1.3.1. Izdiisiim Olctimleri
Izdiisiim o6lgiimleri 3.postiilada belirtilen genel 6lgimin 6zel bir durumudur.
Kuantum mekaniginde oSl¢timler bir 6lgiim islemcisi ile gergeklestiriliyordu. M bir

Hermityen islemci olsun.
M=) mP, (Esitlik 53)

Burada “PB,,” izdiisim islemcisi, m; M islemcisinin 0z degeridir. Bir 6lgiim

yapildiginda sonucun m olma ihtimali
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P(m) = (Y|P, [1) (Esitlik 54)

seklindedir. Sistem ly) durumunda iken genel 6l¢lim postiilasinda

P(M) = (Y| Mh, My [10) (Esitlik 55)

izdiisiim islemcisini kullanilarak yapilacak hesaplar daha pratik olacaktir. Bizler de
cogunlukla izdiisiim islemcisi kullanacagiz. Ol¢iim yapildiktan hemen sonra, sistemin

durum iglemcisi l1p") olsun. Burada lip’);

i — Pml)
') =
Min (Esitlik 56)

seklinde olacaktir. Daha once de ifade ettigimiz gibi izdiisiim islemcisi, 3.postilada
ifade edilen genel 6lciimin bir 6zel durumudur. 3.postilada ifade edilen M, dlcim
islemcisi,

Yom My My, = | (Esitlik 57)
esitligini sagliyordu. Asagidaki sart1 da saglayacak sekilde smirlandirilirsa;

Myt My, = 8,y at My (Esitlik 58)

genel 6lglm, izdisim Ol¢limiine indirgenir. M Olcim islemcisini izdiisim islemcisi

cinsinden ifade etmistik

M=) mP, (Esitlik 59)
M islemcinin ortalama degeri

M =Y, mP(m) (Esitlik 60)
seklinde yazilir. Burada P(m); m degeri 6l¢me ihtimali idi.

P(m) = ([P, [) (Esitlik 61)
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M=Enm@IPylp) = Q| Lam Py ) = @IMIY) (Esitlik 62)

M ’nin ortalama veya beklenen degerini hesapladiktan sonra, standart sapmayi da

hesaplayabiliriz.

AM) = /(M2) — (M)? (Esitlik 63)

(M), M’ nin 6z durumu oldugu i¢in M’ yi 6lgersek, kendisi igin kesin bir deger elde
ederiz. Béyle durumlara ‘iyi bilinen durumlar’ denir. izdiisiim islemcileri de asagidaki

ozellikleri saglarlar.

mP,, = 1 (Esitlik 64)
PP = 8yt Py (Esitlik 65)
P,, = lm)ml (Esitlik 66)

Burada Im) ortonormal baz vektor seti olusturuyor.

2.1.2. Dirac Gosterimi

Dirac notasyonunu kuantum mekanikte ilk kez kullanmaya baslayan kisi Paul
Adrien Maurice Dirac’ tir. Kuantum Mekaniginde vektorlerin  gosterimi  igin
kullandigimiz araglardir. Fiziksel sistemlerin durumlar1 vektorlerle temsil edilir. Dirac
gOsterimi bra (( 1), ket(l }), braket({ | )) seklinde gosterilir. Bu vektorler ayn1 zamanda

asagidaki gibi sutlin vektorleri seklinde de gosterilebilir:

0= () (Esitlik 67)
1=0) (Esitlik 68)
0)10) = (1) (5) = @ = 100) (Esitlik 69)
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i1y = (9)() = () = 111) (Esitlik 70)
01y = (1)) = (g) = 101) (Esitlik 71)

110y = (°) (1) = (0) = 110) (Esitlik 72)
elde edilir. Ayrica

(=0 (Esitlik 73)

=05 (Esitlik 74)

(01{01 = (1 0)(10) = (L0 0 0) = (00| (Bt 75

(1IK11=(01)(01)=(0001)=(11]

(Esitlik 76)
(Ol(11=(10)(01) =(0100) = (0l (Esidik 77)
(101 = (0 1)(1 0) = (00 1 0) = (10| (Esitlik 78)

elde edilir.

2.1.3. islemciler

Kuantum Mekaniginin matematiksel formiilasyonu islemci kavrami iizerine
kurulmustur. Kuantum Mekanigindeki fiziksel saf durumlar, 6zel kompleks Hilbert
Uzaymda birim-norm vektorleri olarak temsil edilir. Bu vektor uzayindaki zaman
evrimi, evrim iglemcisinin uygulanmasu ile verilir. Herhangi bir gozlenebilir nicelik, bir
hermityen ve dogrusal islemci ile iliskilendirilmelidir. Islemciler, deney sonucunda
ortaya ¢ikabilecek degerler olduklari i¢in gergel 6zdegerler vermelidir. Matematiksel
olarak bu, islemcilerin Hermityen olmas: anlamma gelir. Her 6zdegerin olasihigi,

fiziksel durumun o 6z degerle ilgili alt uzay tizerindeki izdiigiimii ile ilgilidir.
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Kuantum Mekaniginin dalga mekanigi formiilasyonunda, dalga fonksiyonu uzay
ve zamanla veya esdeger olarak momentum ve zamanla degisir, bu nedenle
g6zlemlenebilirler diferansiyel islemciler ile temsil edilirler.

Matris mekanigi formiilasyonunda, fiziksel durumun normu sabit kalmalidir.
Bdylece evrim iglemcisi iiniter olacagindan islemciler matrisler olarak temsil edilebilir.
Fiziksel bir durumu digeriyle eslestiren baska herhangi bir simetri bu kisitlamay1

korumalidir.

2.1.3.1. Ozdeger ve Ozvektorler
A herhangi bir islemci olsun. Genel olarak bir igslemci bir vektorii baska bir

vektore doniistiiren islemcidir.

Alv) = lw) (Esitlik 79)

Ancak bu islemci i¢in baz1 vektorler vardir ki, bu islemci vektoriin {izerine etki ettigi

zaman A gibi bir katsayiyla beraber vektorin kendisini verir.

Alv) = M) (Esitlik 80)

Biz bu vektore ya da vektorlere A islemcisinin 6zvektorleri, 1> ya ise “A islemcisinin

Ozdegerleri’’ deriz. Alv) = Alv) denklemini diizenlersek;

(A-ADlv) = 0 (Esitlik 81)

elde edilir. Burada | birim matristir veya birim islemcidir. Karakteristik denklemi

yazarsak;

det(A-AD)lv) = 0 (Esitlik 82)

elde edilir. Bu esitligin ¢6ziimii 6zdegerleri verecektir.

2.1.3.2. islemci Fonksiyonlari
Kompleks vektor uzayinda kompleks sayilar1 yine kompleks sayilara doniistiiren
bircok fonksiyon tanimlanabilir. Tipki bunlar gibi islemciler {izerinde de bazi

fonksiyonlar tanimlanmistir. Bunlara islemci fonksiyonlar1 denir. Islemci fonksiyonlar1
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bir islemciyi baska bir islemciye doniistiirebilir. Burada 06zellikle Hermityen
islemcilerden bahsedecegiz. A herhangi bir Hermityen islemci olsun. Bir islemcinin en
genel hali ile

A=Y, Al (Esitlik 83)
seklinde tanimlayabiliyoruz. Burada li)(il” ler ortonormal vektor setleri, A; bu islemcinin

ozdegerleridir. Bu islemciyi bir bagka islemciye doniistiiren fonksiyona f(A) diyelim.
Burada f(A);

f(A) =X, £(A,) liXil (Esitlik 84)

seklinde tanimlanir. Ornegin, A = (4 3) matrisi ise ,vA ve In(4)degerlerini bulalim.

3 4

Bu bir hermityen matristir. Bu matrisin 6zdegerlerini bulalim:

det(A-Al) = 0 yerine yazilirsa

w4 -G 9o

3

4 —2
det( 3 43

)=0

(4—-2)?%=9

4—-1 =73 =1

4—1=-3 A,=7

bunlar 6zdegerleridir. Simdi de 6zvektorlerini bulalim:
G D=6

4a+3b=a, 3b=-3a

16



b = -a ise 6zvektorlerden birisi (Z) = % (_11) olur.
D@7

4c+3d =7c¢, 3d =3¢

d = c ise 6zvektorlerden digeri (ccl) = % (1) olur.
A=114; = 1A, = 1+4,14, = 74, = 7

n=1==2(1) 1n=n=5(;)

VA = 114 = 1A = 11+ 4,14, = 7)1, = 7]
%(_11)(1 '1):%(_11 _11)

-1 )

yerine yazarsak;

_ 1 1+V7 1447
\/Z—Z(_l_l_ﬁ 1_I_\ﬁ)olur.
In(7
In(4) = ng)(i )

seklinde bulunur.
2.1.3.3. Islemcilerin Matris Temsili

Daha Once ifade edildigi gibi, bir kuantum mekaniksel islemci bir durum vektoru

lizerine etki ettigi zaman o durum vektoriiniin 6niinde bir say1 ile beraber aynisini verir.
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QW) = qnlyy) (Esitlik 85)

Burada q,, genellikle bir kompleks sayidir. s,,) ;@ islemcisinin 6zvektorudir. q,,;

@ islemcisinin 6zdegerleridir denir.

(Unl@n) = gn(WnlPn) (Esitlik 86)
_ (1 m=n (Esitlik 88)
Omn = {O m # n}
®oo Por Poz - (Esitlik 89)
¢ = | P Pu P12 -

P20 P21 P22

Matris islemcimiz kendi 6zvektorl Uzerine etki ederse; matris temsilinin

G 0 0 .. (Esitlik 90)
y 0 0 -
® = a1

seklinde sadece kosegen elemanlar sifirdan farkli digerleri sifirdir. Bu matrisin izi;

tr@)=qo+q1+q2++4qn (Esitlik 91)

tr(@) = Xitoa (Esitlik 92)

seklinde yazilir.

2.1.3.4. Tensor Carpim

Tensor ¢arpimi hem vektor uzaylar1 Uzerinde hem de islemciler lizerinde yapilan
matematiksel bir islemdir. Iki ya da daha fazla vektdr uzaymi bir araya koyup daha
biiytik bir vektdér uzayr olusturan matematiksel islemdir.v ve w iki farkli vektor uzayi
olsun. Buna gore tensor ¢arpim:

Esitlik 93
VB0 = 1 (Es )
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seklinde gosterilir. Burada v; n boyutlu, w; m boyutlu vektér uzayi ise y; mxn boyutlu
vektor uzayi olur.
Tensor ¢carpiminin bazi 6zellikleri vardir.
1) ), V vektor uzayinda bir vektdr olsun; lw), W vektor uzayinda baska bir

vektor olsun; z ise kompleks say1 olsun;
(z))®lw) = W) (zlw)) (Esitlik 94)

2) lv;), lvy) V vektor uzaymda bir vektor olsun; lw), W vektor uzayinda baska bir

vektor olsun
(v, )+, ®lw) = (I )Rlw))+(Iv,)Rlw)) (Esitlik 95)

3) Iv), V vektor uzayinda bir vektor olsun; lw, ), lw,), W vektor uzayinda baska iki

vektor olsun;
WY (lw, ) Hw,)) = W)Rlw, )R lw,) (Esitlik 96)

Iki boyutlu iki vektdriin tensdr ¢arpimini yapalim: Ornegin;

lv) = (é) lw) = (z) olsun

1x3 3
1 3 .
W)Qlw) = (2) ® (4) = %;g = 2 seklinde yazilir.
2x4 8

Simdi iki boyutlu bir kompleks vektor uzayinda

1 _ /0
0) = <o) vell)= (1) (Esitlik 97)

vektorleri tensor ¢arpim tanimi kullanilarak

10)®I0) = 10)I0) = [00) (Esitlik 98)
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sekillerinde yazilabilir. Ayrica

1
100) = ((1)) ® ((1)) =9 (Esitlik 99)
0
0
01) = ((1)) ® ((1’) =1 (Esitlik 100)
0
0
110) = (‘1)) ® ((1)) =(? (Esitlik 101)
0
0
(0o (0\_[0
= (1) ® (1) B (1) (Esitlik 102)

dort boyutlu kompleks vektor uzayindaki baz vektorleri olusmus olur.

2.1.4. Kiibitler ve Kuantum Durumlan

2.1.4.1. Kuantum Bitler(Kubitler)

Tanim geregi bit; bir sisteme sorulan ve sadece muhtemel iki cevabi olan soruya
denir. Yazi/tura, asagr/yukari, 0/1 gibi...

Iki tip bitten bahsedebiliriz: Klasik bit ve Kuantum bit (kiibit). Aslinda dogada tek
bir tip bit vardir. O da kuantum bit. Ciinkii doga kuantum mekaniksel yasalarla isler.
Ancak belli bir degerden sonra 0zellikle buyik degerlere dogru kuantum mekaniksel
ozellikler kendini gostermedigi igin biz bu degerden sonrasini klasik yasalar ile
agiklayabiliriz ve bu degerden sonraki bilgi yapitasma ise ‘klasik bit” deriz. Klasik bit’

in muhtemel iki durumu vardir. Bu durumlar1 0 ve 1 ile temsil edelim. Bu muhtemel

durumlar;
1 bitlik bilgi icin; 0,1 2 muhtemel durum
2 bitlik bilgi i¢in; 00,01,10,11 4 muhtemel durum
3 bitlik bilgi i¢in; 000,001,010,100,011,101,110, 111 8 muhtemel durum
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n bitlik bilgi igin; 2™ tane muhtemel durum
vardir.

Muhtemel konfigiirasyon sayisina N diyelim. O halde N=2" (n: bit sayis1 ) olur.
Mesela 110010 bir bilgidir. Tam fiziksel sistemler bit cinsinden ifade edilebilirler.
Ornegin, odanin sicakhigi 27<C’ dir. Bu bir bilgidir. Bu bilgi bit cinsinden 11011
seklinde ifade edilir. Tiim fiziksel sistemler bu 0 ve 1’ lerden olusan say1 kiimeleri ile
ifade edilebilirler. Tipki klasik bitte oldugu gibi, kuantum bitin de muhtemel iki durumu
vardir. Fakat mantik olarak klasik bitten ¢ok farklidir. Bit fiziksel bir sisteme tekabdl
eder. Kuantum bit i¢in en basit fiziksel sistem elektronun spinidir.

Gilintimiiz modern bilgisayarlarinda bilgi metodunun basit biriminin bit oldugu
yukarida belirtilmistir. Bitler ise 0 ve 1 durumlarindan biri ile belirtiliyordu. Benzer
mantikla kuantum bilgisayarlarinda bilgi metodunun basit birimi belirlenebilir. Bu birim
ise “kuantum bit”’ veya kisaca kiibit olarak adlandirilir. Bit ve kubitler genel olarak
birbirlerine benziyor gibi goriinse de temelde aralarinda biiyiik farkliliklar vardir. Bit
gibi kibit de iki durumdan birinde olabilir. Bu iki durum ise 10) ve I1) ile gosterilir.
Kuantum mekaniginde bu gosterim ket, vektér veya durum olarak adlandirilir. Tiim
bunlar goz oniine alindiginda “bit ile kibit arasindaki fark nedir?’’ diye sorulabilir.
Bitler klasik bilgisayarlarda 0 veya 1 durumunda olabilir. Kubit ise daha geneldir. Bir
kibit 10) veya I1) durumunda olabilecegi gibi siiperpozisyon durumunda da olabilir.
Slperpozisyon durumu ise 10) ve [1) durumlarinin lincer kombinasyonudur. hy)

durumunu dikkate aldigimizda bunun siiperpozisyon hali,

) = al0)+BI1) (Esitlik 103)

seklinde yazilir. Buradaki o ve B karmasik sayilardir. Gergekte kibit 10) veya I1)
durumunda oldugu zaman 6lgiilebilir. Kuantum mekaniginin kuralarma goére o ve 8
nin kareleri alindiginda kibitin 10) veya [1) durumunda bulunma olasiligi elde edilir.
Kisaca:

lal2: Iy)’ nin 10) durumunda bulunma olasiligini verir.

IB2: ly)’ nin 11) durumunda bulunma olasiligmni verir.

Olasiliklarmn toplami ise 1° e esit olmalidir:

lof2+IpI2 = 1 (Esitlik 104)

o2 = (@) (a®), 1B = (B)(B*) (Esitlik 105)
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Burada a*,a‘ nin; B*, B nin karmasik eslenigidir.

2.1.4.2. Kuantum Dolanikhlik

1935 yilinda Einstein; Boris Podolsky ve Nathan Rosen isimli iki klasik fizikgi ile
Einstein-Podolsky-Rosen Paradoksu olarak bildigimiz bir diisiince deneyi {iizerine
kuantum dolanmiklikla ilgili bir ¢alisma yaymlamistir (EPR deneyi)(Einstein vd.,
1935). Bu deneye gore birbirine yeterli yakinlikta duran iki pargacik arasinda bir bag
olusuyor. Birbirleriyle etkilesen bu iki par¢acigin hareketleri birbiriyle bagimlidir. Bu
parcaciklar1 birbirinden ayirip aralarina kilometrelerce mesafe koydugumuzda biliyoruz
ki her biri biz Olgene kadar stiperpozisyon halindeler. Bu pargaciklardan birini
Olciiyoruz ve saat yoniinde doniiyorsa o anda biliyoruz ki diger pargacik saat yoniiniin
tersine doniyor. Ayni1 anda diger pargacigi da 6lgliyoruz. Bakiyoruz evet saat yoniiniin
tersine donlyor. Mesafe ne kadar uzak olursa olsun birini 6lgtiiglimiizde digerinin doniis
yonii de bulunmus oluyor. Bu 6zellikte olan pargaciklara dolanik parcaciklar denir. ki
veya daha fazla kuantum parcacigmin fiziksel 6zelliklerinin bagli oldugu bir durum olan
dolaniklilik klasik fizikle agiklanamaz. Dolanikliligi somut olarak agiklayalim. Simdi
iki ayr1 fiziksel sistemden olusmus bir bilesik sistem olusturalim. Eger iki sistemi nasil
birlestirdigimizi 6grenirsek ikiden fazla sistemi benzer sekilde olusturabiliriz.

IA,i): A sistemi, i ise sistemin durumunu ifade etsin

IB,j): B sistemi, j ise sistemin durumunu ifade etsin

IAB,ij): AB bilesik sistem olsun, ij ise bilesik sistemin durumunu ifade etsin.

Bilesik sistem

IAB, ij) = IA,i)®IB, ) (Esitlik 106)

Seklinde iki durumun tensor ¢arpimi olarak ifade edilir. Ayni zamanda,

A DHRIB,j) = 1A,i)IB,j) (Esitlik 107)

seklinde de gosterilebilir.

(AL'BJ'IAL BJ) = (A,1'(B,j (A, D)IB, ) (Esitlik 108)

[(Ai"; Bj'IAL, Bj)I? = (A, i'|A, D)?(B,j'|B, )I? (Esitlik 109)
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A sistemi i,B ise j durumunda hazirlandiginda A’nm i’ ve B’nin j' durumunda bulunma

ihtimali;

P(i',j'li, j) = P(Ai'|AD)P(B)'IB)) (Esitlik 110)

seklinde tanimlanir. Burada P( Ai'lAi); Ai durumunda hazirlandiginda ve Olglim
yapildiginda i’ durumunda bulunma ihtimalidir. P( Bj’'IBj ) ise Bj durumunda
hazirlandiginda ve 6l¢tim yapildiginda j durumunda bulunma intimalidir.

Goriildiigii gibi bilesik sistem hakkinda hesaplanan olasilik, tek tek sistemler
hakkinda hesaplanan olasiliklarin carpimi oluyor. Ayrica bilesik sistemlerin sistemi
olusturan alt sistemlerin tensor ¢arpimi seklinde ifade edilmesi kuantum mekaniginin bir
postiilasi olarak da alinabilir.

IA) ve IB) bir fiziksel sistemdir.

IAB) = IA)IB)

IAB) bilesik sisteminin bu sekilde yaziliyor olmasi en genel durum degildir. |IAB)
bilesik sisteminin |A)IB) seklinde yaziliyor olmasi ancak 6zel bir durum igin gegerlidir.
Eger IA) ve IB) arasinda bir korelasyon yoksa IAB) = IA)B) seklinde yazilabilir. Yani
|A) hakkinda yaptigimiz herhangi bir ihtimal hesabi, IB)’ nin durumundan bagimsiz ise;
ancak |IAB) = IA)IB) seklinde yazilabilir. Eger |A) veya IB)’ nin herhangi bir 6zelligi
hakkinda yapilan ihtimal hesabi; diger sistemin durumuna baglh ise o halde |IAB) #
IA)IB) olur. 1A) sistemi ile ilgili yapilan bir ihtimal hesabmnin sonucu [B) sisteminin
durumuna bagli ise IAB) durumu dolanik bir durumdur denir. IAB) bilesik sistemini |A)
ve |IB) arasinda ister korelasyon olsun ister olmasin alt sistemleri cinsinden en genel

olarak;

A, B, j) = ;G 1A, 1)IB,j) (Esitlik 111)

seklinde yazilir. Ornegin; sistemlerinden bir tanesi y sistemi olsun, n de onun

durumlarini gostersin; ikincisi ise @ sistemi olsun. m de durumlarini gostersin

ly®,nm) = hy,n)|D,m)
(y®@,nml = (y,n{(D,ml

I¢ carpimimi yaparsak;
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(y®@,nmly®,nm) = (y,nhy,n)(®,ml®,m)

olur ve durumumuz nm durumunda iken nm olma ihtimali;

P = PP, seklinde ifade edilir.

100)+11)
V2

kubitlik iki sistemin durumlart olsun. hy) durumunun dolanik olup olmadigini

Ormegin ly) = iki kibitlik sistemin bir durumu olsun. IA) ve IB) ise tek birer
arastiralim.
IA) = a110) + B411),

IB) = a,10) + B,I1)

100)+111)

y) =22 y) 21A)B)

Soruyu ¢dzmeden 6nce 100) ve 111) durumlarini yazalim:

100) = 10)10) =10) ® 10)
bu (¢ gosterimde ayn1 seyi ifade eder. Ayn1 sekilde

111) = 11)11) =11) @ I1)

yazilir. Vektor halini yazmak istersek;

00y = (D)e(}) = (o .10 = (De(?) =

o OO0

Simdi sorumuza donelim; hy) = |A)IB) olarak yazilip yazilamayacagini arastiralim:

100) + 111) ?
%?(WOHBlll))(a2I0)+BZ|1))
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2

100) + % 111) = a,@,100)+a; B,101)+B, 51 10)+B, B,111)

1

vz

Bu esitligin saglanabilmesi i¢in

a1, = 0

Bia, = 0

a1, =

BBz =

olmalidir.

S-Sl

Simdi bu katsayilara biraz daha yakindan bakalim:

alﬁz = Olsea1 =0 Ueya ﬁz =0

Bia, = 0iseB; = 0 veya a, = 0

Ancak ayni1 zamanda

1 1
a0y = z ve BB, = NG

Goriildigii gibi ayn1 anda bu sartlar1 saglayacak a ve [ katsayilarmi bulmak
miimkiin degildir. Bu sebepten dolay1r lhy) # IA)IB) dir. Yani ly) durumu dolanik bir
durumdur. Peki, IAB) bilesik sistemini IA) ve IB) alt sistemleri cinsinden en genel

olarak nasil yazabiliriz?
IA, i;B, j) = X, ; C; 1A, 1)IB, j)

IA) ve IB) durumlar1 arasinda ister korelasyon olsun, ister olmasin yukaridaki

durum genel olarak yazilabilecek bir durumdur.

100)+111)
N3

durumlar1 cinsinden nasil yazabiliriz?

Peki ly) = durumunu 1A) = a410) + B;11) ve B) = a,10) + B,11) alt

_ 100)+111)

hy) 7 =X, Cij 1A, 1)IB, j)

100)+111
hy) = )\/; )= Coo a11100)+Co1 @1 B2101)+C1 By az110)+Cy 1 a,B,111)
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Burada COO =1 C01 = 0 C11 =1 C10 = Odll‘

2.1.4.3. Yogunluk Matrisi

Bir kuantum durumu hakkinda elde edilebilecek bitin bilgileri i¢inde barindiran
pozitif, birim izli ve hermityen olan islemci tiridir. Yogunluk islemcisi ya da
geleneksel adiyla yogunluk matrisi kuantum durumunun saf bir durum mu yoksa saf
olmayan bir durum mu oldugunu da gosteren islevsel bir yapidir. p ile ifade edilen
yogunluk islemcisinin spektral ayrisimi p; bulunma olasiliklarmi yani 6zdegerlerini ve
|yi ) bulunulabilecek ortanormal durumlari temsil etmek tizere su sekildedir:

{hy1), lwz), hys)... Iyi)}bir kuantum mekaniksel durum kimesi, {p1,p2,ps... pi}

ihtimal kiimesi ise; yogunluk islemcisi

p = 2iq Pilhi) (il (Esitlik 112)

gibi ifade edilir. Yukaridaki ifadede sifirdan farkli sadece bir tane bulunma olasiligi
varsa bu yogunluk islemcisi saf durumu temsil etmektedir ve p=hy){(yl seklinde ifade

edilir.

1)
Sekil 1. Bir kibitin Bloch kiiresindeki gésterimi

Birim kiirenin koordinat bilesenleri yerlerine yazildiginda yogunluk matrisi

seklinde basitlestirilmis olur:

_1(l+z x-—iy ot
p—z(x e 1_Z> (Esitlik 113)
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Kiibit durumu irdelendiginde Bloch vektorlerinin R3 uzayindaki birim kiirenin
Uzerinde veya icerisinde kalan r(x, y, z) noktalarmin her biri gegerli bir kiibit durumuna
aittir. Birim kiirenin koordinat bilesenleri, 0<0<m, 0<¢p<2m, 0<r<l olmak kaydiyla su

sekildedir:

x = rSin6Cos¢p (Esitlik 114)
y =rSinBSing (Esitlik 115)
z =rCosf (Esitlik 116)

Keyfi bir saf p durumunun matris formu soyle yazilabilir.

~0 sin 8 cos?
¢ s 2) (Esitlik 117)

14 O sa2 60
Sll’lfcos— Sin 5

p = hy)(yl = (ew,
Bilinen trigonometrik doniisiimler yapilarak yogunluk matrisi

_1(1+cos® emsin9> o
== . Esitlik 118
P 2(e“z’sinH 1—cos@ (Es )

seklinde elde edilir. Bu esitligi en basit formuna indirgemek ve saf olmayan durumlar

icin de gecerli bir hale getirmek Uzere pauli matrisleri(o, ,0, , 0,) Ve birim matris (I)

ox = ((1) (1)) oy = (? _oi)' 9z = ((1) -01)'

(Esitlik 119)
=(p 1)

p= % (I + xa, + yo, + za,) (Esitlik 120)

olarak elde edilir. Yogunluk matrisi i¢in en genel ifadeye ulagsmak amaciyla r(X, y, z) ve

0=0y,0y,0, vektorleri yerlerine yazildiktan sonra:

p=-U+70)(r<1) -
(Esitlik 121)
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sonucuna ulasgilir. Kibit i¢in en genel yogunluk islemcisi elde edilmis oldu. Hem saf
durumlar hem de saf olmayan durumlar igin gecerli olan bu ifade sayesinde kiibit

durumlari ile birim kiiredeki noktalar arasinda bire bir eslesme saglanir.

2.1.4.4. Indirgenmis Yogunluk Matrisi
Birden fazla sistemin durum uzayi, her bir sistemin durum uzaylarinin tensor
carpimui seklinde verildigini biliyoruz. 1,2,3, ..., n tane sistemimiz olsun. i’ inci sistem

p; durumunda hazirlanmis olsun. Sistemin toplam yogunluk matrisi;

p1 ® P, ® ... ®py, (Esitlik 122)

ile verilir. Dilersek bunu Kuantum Mekanigi’ nin bir postiilasi olarak alabiliriz.
Indirgenmis yogunluk matrisi, verilen bir bilesik sistemi olusturan alt sistemlerin
yogunluk matrislerini elde etmek ic¢in kullanilan bir islem sonucudur. p48, A ve B
fiziksel sistemlerine ait yogunluk matrisi olsun. A sistemine ait indirgenmis yogunluk

matrisi;

p? = trg(p??) (Esitlik 123)

seklinde elde edilir. trg; kismi iz Operatorii denir ve B sistemi tizerinden, B sistemine

ait matrisin izini hesaplar.

p48 = la b, {a,b,| (Esitlik 124)

olmak tizere bu ifadenin izi trg (p48)

trg(pA%) = trg (la; ){(a,|®1b; (b, ) (Esitlik 125)
trg(p?%) = lay)a,! tr (Iby)(b, 1) (Esitlik 126)
pA = trp(p?®) = las)(a,l(b,lb) (Esitlik 127)

olur. Bu, A alt sistemine ait yogunluk matrisidir.

p? = lay){az (b, 1by) (Esitlik 128)
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Burada la,) ve la,) A durum uzayindaki herhangi iki vektor,|b;) ve |b,) ise B
durum uzayinda herhangi iki vektor, p4 ise, A alt durum uzayma ait yoZunluk
matrisidir. Ayn1 sekilde B alt durum uzayina ait yogunluk matrisini asagidaki sekilde
hesaplayabiliriz.

p? = try(p?") (Esitlik 129)

Esitlik(129), esitlik(130)’ da yerine yazilirsa,

pB = try(las){a,|®1b, )(b,!) (Esitlik 130)

pB = tr(la,}a, )by }b,! (Esitlik 131)

pB = la,)}a,!lb, )b, (Esitlik 132)
elde edilir.

2.2. Kuantum Bilgi Teorisi

2.2.1. Kuantum Mantik Kapilar

Klasik bilgisayar devreleri kablo ve mantiksal kapilardan olusur. Kablolar bilgiyi
tasir. Mantiksal kapilar ise bilgiyi bir halden baska bir hale doniistiiriir. Kodlama
acisindan bu mantik kapilarini  belirlemek oldukga oOnemlidir. Cunki kanalda
olusabilecek hataya neden olan mantik kapisi bilinmezse hatayr diizeltmek miimkiin
olmayabilir. Kuantum mantik kapilar1 hatalarin karakterize edilmesini saglar. Tek
kuantum kablo en basit devre elemanlarindandir. Boyutu nanometre mertebelerinde
olunca kuantum etkiler kendini gosterir. Her ne kadar bir kuantum kabloya en basit
devre elemani desek te, onu olusturmak o kadar basit degildir. Clinki kuantum sistemler
¢ok kiiciik oldugu igin ¢ok hassastirlar. Cevreden ¢ok ¢abuk etkilenirler. Mesela ortamin
sicakligindaki ¢ok kiigiik bir degisiklik insa edilen kuantum durumunu cok kolay bir
sekilde bozabilir. Bu kuantum durumunu muhafaza edebilmek icin, kablolar ¢ok kuguk
sicaklikta tutulmalidir. Kuantum kablo, sistemin durumunun her noktada ayni oldugu

bir fiziksel ortamdir.
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I0)——  tek kibit kablo
0y —
oy — }iki kubit kablo 100)

2.2.1.1. X Kapisi

Lojik kapilar, bilgiyi manifiile eden, degistiren isleyen devre elemanlaridir. Klasik
bilgisayarlarda NOT kapisi vardir. Bu klasik tek bit lojik kapisi O(sifir) durumunu 1(bir)
ve 1(bir) durumunu O(sifir) olarak degistirir. NOT kapisinin matris gosterimi asagidaki

gibidir.

0 1

X:[1 0

(Esitlik 133)

‘0) - |1) : ‘1) - |0> doniistiirecek bir fonksiyon var midir?

Coo=0: ¢ )O=0
— —

X10) = 11) XI1) =10)
X:Kuantum NOT kapist

Bildigimiz gibi klasik bitten farkli olarak kuantum bit, muhtemel iki durumun
sliper pozisyonu olan durumda da olabiliyordu. NOT kapismnin bu siiper pozisyon
durumuna etkisi lineerdir.

ly) = al0)+ BI1) (Esitlik 134)

Xly) = aXI0)+ BXI1) = al1)+ £10) = hy') (Esitlik 135)

Kuantum mantik kapilarda tek bir sart saglanmalidir. Hem ly) hem de ly') boyu

1(bir) birim olmalidir. Ciinkii normalizasyon kosulu bunu gerektirir. Yani katsayilar

o>+ B12 = 1 ve lalP+ B'P = (Esitlik 136)
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kosullarmi saglarlar. Diger bir ifadeyle X kapist ly) durumunu degistirir ama vektdriin

boyunu degistirmez.

[ I = 1) (Esitlik 137)
NI)IZ = [IXIg) 2 (Esitlik 138)
(W) = (WIX*X[) (Esitlik 139)
XtX=l (Esitlik 140)

X Uniter bir matristir. Bu sart1 saglayan tiim matrisler bir kuantum lojik kapisi olabilir.

2.2.1.2. Y Kapisi

Y kapisinin matris gésterimi ((l) _Ol) seklindedir.

¢ DE-0=0C HO=E)=~C)
- )

Y10) = il1) Y [1) - —i|0)
0 —i .
t—
yt= (l, 0) (Esitlik 141)
yty=| (Esitlik 142)

Y, hem hermityen hem Uniter bir matristir.

2.2.1.3. Z Kapis1
Z kapist O(sifir) durumunu O(sifir) ve 1(bir) durumunu -1(eksi bir) olarak
degistirir.

0) =10,y > -1

z:((l) _01) (Esitlik 143)
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Z10) = 10) ZI1) = -11)

Ztz =1

Z Uniter bir matristir.

2.2.1.4. Hadamard Kapis1

Hio) = L2

HI1 = 22

20 DO = 2O =20 + Q=200 + 1)

20 S)0 = FC)=FI0 + (=500 -m)

(Esitlik 144)

(Esitlik 145)

(Esitlik 146)

(Esitlik 147)

(Esitlik 148)

(Esitlik 149)

H=I oldugunu gosterelim

oneall A0 G G De o

Hadamard kapisinin etkisi, tek kiibiti super pozisyon durumuna sokar. Yukaridaki

lojik kapilar1 asagidaki gibi 6zetleyebiliriz.

a|0)+B|)—2>p|0)+all) (Esitlik 151)
a|0y+ | ——i(cx|D—£]0)) (Esitlik 152)
a0+ B ——>a|0) - B (Esitlik 153)
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|0)+1D 10-1D

a|0)+ 3|1 >a( NA ]+ﬂ( ﬁj (Esitlik 154)

2.2.1.5. Kontrol Degil Kapis1 (CNOT)

CNOT kapist iki giris kiibitten olusur. Birinciye kontrol kiibit, ikinciye ise hedef
kiibit denir. CNOT kapist sOyle calisir: Eger kontrol kiibit sifir ise hedef kiibit oldugu
gibi kalir. Eger kontrol kiibit bir ise o zaman hedef kiibit degistirilir.

|00y —SXT 5 |00) (Esitlik 155)
|01) —<NT 5 |01y (Esitlik 156)
[10) —SNOT 11y (Esitlik 157)
[11) ST 5[10) (Esitlik 158)

Genel olarak su sekilde yazabiliriz.

%, y) —T|x, y @ x) (Esitlik 159)
000—T 50 (Esitlik 160)
01— 51 (Esitlik 161)
10— 51 (Esitlik 162)
191—T 50 (Esitlik 163)

2.3. Super Yogun Kodlama

Klasik bilgi, kuantum kanallar1 kullanilarak gonderilebilir mi? Bu islem etkili bir
sekilde nasil gerceklestirilir? Sorular1 ortaya ¢ikinca bu alanda bazi 6nemli gelismeler
olmustur. 1992°de Charles Bennett ve Stephen Wiesner iki tane klasik bit iceren
bilginin sadece bir tane kibit kullanilarak gondericiden aliciya nasil iletilebilecegini

aciklamiglardir( Bennett vd., 1993). Gergeklestirilen bu isleme “yogun kodlama’’ adi
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verilmistir. Bdylece yogun kodlama protokolii, ilk kez Bennett ve Wiesner tarafindan
tiiretilmis oldu.

Prosediir su sekilde isliyor. Birbirlerinden ¢ok uzaktaki Alice ve Bob adindaki iki
kisi birbirleri ile birtakim klasik bilgi aligverisinde bulunmak istiyorlar ancak sadece
kiibit paylasgiminda bulunabiliyorlar. Alice’ nin amaci 2(iki) bitlik bir klasik bilgi
dizisini Bob’a gondermek. Ancak sadece bir kiibitlik bilgiyi Bob ile paylasabiliyor.
Ugiincii bir kisi (hava diyelim) 6nceden dolanik bir durum hazirlayip bir kiibitini Alice’

e, diger kiibitini ise Bob’a gonderiyor.

) = 100+11) (Esitlik 164)
v =—5

Bu dolanik durumda birinci kiibit Alice’ de, ikinci kibit ise Bob’ dadir. Bu

durumu 6nceden Hava hazirliyor. Alice ve Bob’a birer kiibit verip onlar1 kapilardan

geciriyor.

Alice

00:1
01:X
10\ , 10:Z
o H
’ 11:Y E
10)

Bob

Sekil 2. Super yogun kod protokol semasi

Super yogun kod protokoliinii adim adim anlatalim:

Hava iki kibitlik (100)) bir durumla baslayp, birinci kiibiti Hadamard kapisindan

100)+111)

V2

durumunu olusturuyor. Bu iki kiibitlik dolanik durumun birinci kiibitini Alice’e ikinci

gecirdikten sonra sonu¢ durumu CNOT kapisindan gegirerek dolanik

kiibitini de Bob’a gonderiyor. Diyelim ki Alice 00 klasik bilgi dizisini Bob’a

gondermek istiyor. O halde kendi kiibitini hi¢ degistirmeden Bob’a gonderir. Bob Alice’

den gelen kiibiti alinca elinde % durumu vardir. Bob 6nce bu duruma CNOT

kapismi uygular.

00) +[11)  or |00 +[10) (Esitlik 165)

2 2
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Daha sonra Bob bu durum vektdriinii Hadamard kapisindan gegcirir.

:: 1: Hadamard 1’ 1’ > 1 ( § )

Bu islemler sonucunda Bob 100) durumunun %100 ihtimalle elde eder ve Alice’in
kendisine 00 klasik bilgi dizisini gonderdigini anlar.

Diyelim ki Alice Bob’a 10 klasik bilgi dizisini Bob’a gondermek istesin. Bu
durumda Alice kendi kiibitini Z kapisindan gecirir ve Bob’a gonderir. Bob’un elindeki

durum:;

00y +[11) , |00y -[11) (Esitlik 167)

2 2

Denklem(168) seklinde olur. Bob ayni sekilde bu durumu 6nce CNOT kapisindan

sonra da Hadamard’tan gegirerek asagidaki durumu elde eder.

|0 |1

_|1>
~ ~ |0 | 0
00 -ED or, [00)-10) 2 —)%(‘OO>+‘1O>—|00>+|10>)=|10>

R 7

(Esitlik 168)

Goriildigi gibi Bob %100 ihtimalle 110) durumunu elde eder. Bu durumu
oOlgtiigiinde bu iki kiibitlik durumun degerini 10 olarak 6lger ve Alice’ in kendisine 10
bilgi dizisini génderdigini anlar.

Diyelim ki Alice Bob’a 01 bilgi dizisini gondermeye caligsin. Bu durumda Alice
kendi kiibitini X kapisindan gecirerek Bob’a gonderir. Bob Alice’ in kiibitini alinca

asagidaki duruma sahip olur.

|00>+|11> X (Alice) \|10>+|01> (Esitlik 169)
7 7
Simdi Bob |1o)\/+5|01) durumuna sahiptir. Bob bu durumu 6énce CNOT kapisindan

sonra da Hadamard kapisindan gecirerek 6l¢iim gergeklestirir.
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p—mm_p+p“
L0)+0D) oy >|11>+|01> w2
2 2 2

(Esitlik 170)

N %(‘01) -1y + oy +|11>) = |0

Gorildigi gibi Bob %100 ihtimalle 101) durumunu elde eder ve Olgim
yaptiginda %100 ihtimalle 01 bilgi dizisinin Alice tarafindan kendisine gonderildigini
kesfeder.

Son olarak diyelim ki Alice Bob’a 11 bilgi dizisini gondermeye c¢aligsin. Bu
durumda Alice kendi kiibiti iY kapisindan gegirerek Bob’a gonderir. Bu islemden sonra

Bob asagidaki duruma sahip olur.

00)+11) , (iL0)~i]0})) |01)—[10)

7 '{ﬁ]ﬁ

(Esitlik 171)

Bob’un elindeki durum simdi %

durumu 6nce CNOT kapisindan sonra da Hadamard kapisindan gecgirerek Olgiim

durumudur. Her zamanki gibi Bob bu

islemini gergeklestirir.

|01>_|10> CNoT |01>_|11> H
7 7

%prqnﬂn-QQ-mﬂD]»%[pb+pb-pn+pb}=pn (Esitlik 172)

Bob bu durumu 6lcerse %100 ihtimalle 11 elde eder ki o da Alice’ in kendisine
gosterdigi klasik bit dizisidir. Buna siiper yogun kodlama denir.

Simdi siiper yogun kodlama ile ilgili baz1 noktalara isaret edelim. Alice’in yaptigi
operasyonlar sonucu ortaya ¢ikan durumlara Bell durumlari denir. Bu durumlara

|Boo), 1Bo1), |B1o) Ve IB;1) diyelim.

1Byo) = ""’75'”) (Esitlik 173)
1Byy) = '1°>j§'°1> (Esitlik 174)
Byo) = % (Esitlik 175)
B,,) = 2010 (Esitlik 176)
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Bu durumlar ortonormal bir vektor seti olustururlar. Yani

(BoolBoo) = 1 (By11B10) =0
(Bo1|Bo1) =1 (Bgo|B11) =0 (Esitlik 177)
(B1olB1o) =1 (B11|B11) =1

esitliklerini saglarlar. Bu durumlar ikiser ikiser alindigindan ortogonol olduklarindan
birbirlerinden &lgiim yolu ile ayrilabiliyorlar. Ikinci 6nemli nokta;bu bilgi paylasimmin
ancak ve ancak Alice ve Bob aralarinda dolanik bir durumu paylagmalari ile miimkiin
oldugudur. Eger Hava’nin olusturdugu ve Alice ile Bob arasinda paylastigi durum

dolanik bir durum degil ise, bu sekilde bir mesajlasma miimkiin olmayacaktir.

2.4. Kuantum Isinlama

Kuantum 1sinlama, bir kuantum durumunu bir yerden baska bir yere génderme
teknigidir. Burada kuantum durumunu génderen ile o durumu alan arasinda bir fiziksel
bag olmasina gerek yoktur. Ancak bir kuantum kanala ihtiya¢ vardir. Bu kanal kuantum
dolanikliliktir. Kuantum 1smnlamada bir parcacigin ya da atomun uzak bir yere
gonderilmesinden ziyade o parcacigin tasidigi kuantum bilgisinin aktarilmasindan sz
edilir. Kuantum 1gmlamanin temel ilkesi, bir teoriden 6te matematik destegiyle deneysel
olarak da incelenebilmesidir. Bir kuantum sistemini 1sinlamak i¢in o sistemin kuantum
durumu gereklidir. Kuantum i1smlamada herhangi bir madde aktarimi s6z konusu
degildir. Isinlama, dolanik durumlarin ilging bir uygulamasidir. Ayn1 zamanda kuantum
bilgi transferine imkan saglayan uygulamalara da sahiptir. Isnlama, lg) bilinmeyen bir
durumundaki bir kibiti gonderme yontemidir. Bu islem, eger baslangigta asagida
aciklanacak olan dolanik bir Bell durumu iki kisi tarafindan biliniyorsa bunlardan
birinin digerine iki klasik bit gdndermesiyle gerceklestirilir. Kuantum isinlama su
sekilde caligsir: Alice ve Bob adi altinda iki kisi alalim. Alice ve Bob bulustuklarinda
Bell durumlarindan birini olusturup, ayrildiklarinda her birisi bu durumun birer kibitini
yanlarma alirlar. Daha sonra Alice Bob’a bir ly) durumu gondermek ister. Alice ile Bob
arasinda herhangi bir fiziksel bag olmadig i¢in, aralarinda bir kiibit paylagimi miimkiin
degildir. Ancak Alice ile Bob arasinda klasik bilgi paylagimi olabilir. Bu sartlar altinda
Alice Bob’a ly) = al0)+11) durumunu génderebilir mi?

Alice, Bob’a klasik bir kanalla hy) durumunu kesin olarak bildiremez. Cunki
Alice, ly) = al0)+ £ 1) durumunda o ve 8 sayilarinin ikisini de ayn1 anda bilemez.o ve

B surekli degerler alabildikleri igin, Alice’ in tim muhtemel o ve B’ lar1 géndermesi igin
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sonsuz zamana ihtiyact vardir. Ayni sekilde Bob’ unda tiim muhtemel a ve 8’ lar1 alip
islemesi sonsuz zaman alacaktir. Ancak Kuantum Ismlama devresi bu transfer igini
MUmkiin kilar. Kuantum Ismlamada Alice ly) durumunu Bob’ a gondermeyi basarir.
Ancak bunun i¢in Alice’ in Bob ile 2(iki) kiibitlik bir klasik bilgi paylasgiminda

bulunmasi gerekir. Kuantum Isinlama devresi asagidaki gibidir:

M,

v E— N
o) N

0} [x] [z] |

M,

i vy ) v v

Sekil 3. Kuantum isinlama devresi

Burada ly) = al0)+gI1) Alice’ in Bob’a isinlamak istedigi durumdur. 1Bgo) ise
daha onceden Alice ve Bob’ un birer kiibitini paylastiklar1 Bell durumlarindan bir

tanesidir.

Boo) = '°°>j§'”> (Esitlik 178)

Bu Bell durumundan birinci kubit Alice’ in ikinci kiibit ise Bob’ undur. Bu
durumun dolanik bir durum oldugunu tekrar hatirlayalim. Bu devrede Alice gondermek
istedigi ly) durumunu, Bob ile paylastigi dolanik durumun kendisine ait kiibiti ile
etkilestirir. Bu devrenin ¢esitli bolgelerindeki durumlart hy4), ly2), lws) ve hy,) olarak
adlandirdiktan sonra bu durumlar1 yazalim.

100)+111)

1) = y)Bog) = al0)+ BI1)(FL5-2) = - [l000) + «l011) + BI100) + BI111)] (Esitlik 179)

Bu durumun ilk 2(iki) kiibitinin Alice’e, l¢lincii kiibitin ise Bob’a ait oldugunu
hatirlayalim. Bu asamada Alice kendi kiibitlerini CNOT kapisindan gegirdikten sonra

tiim devre dikkate alindiginda durum vektori hy,) olur.
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hyp) = % [@1000) + al011) + BI1110) + B1101)] (Esitlik 180)

CNOT’ dan sonra Alice kendi kiibitlerinden ilkini Hadamard kapisindan gegirir.

Tiim devredeki durum vektori hys) olur.

|y/3)=% a%\%}m%ﬂlﬂﬂ%m)+ﬂ%\01} :%[a\000)+a|100)+a\011}+a\111)+/}\010)—/}\110)+/}\001)—,B|101)] (E$ltllk 181)

lys) durumunu duzenlersek;
hy3)=2100)(@l0) + B11))+-101)(al1) + F10))+5110) (10} B11))+5/11)(l1)- BI0)) (Esitlik 182)

hyz)durumunun bu yeniden diizenlendigi durumda Alice’ in kiibitleri ile Bob’ un
kibitleri ayr1 ayri1 yazildi. Bu asamada Alice kendi kubitlerini 6lgcer. Bu &lglim

sonucunda belli ihtimaller ile belli degerler elde eder. Alice kendi kiibitlerini 6l¢tiiglinde
her birini i ihtimalle kendi kiibitlerinin degerini 00, 01, 10 ve 11 olarak olcer. Alice

Olcim sonucunda hangi degerleri elde etmisse, bunu Klasik bir kanalla Bob’ a gonderir.
Bob ise Alice’ den gelen bilgiye bagl olarak kendi kiibitini belli kapilardan ge¢irmek
sureti ile ly) = al0)+ BI11) durumunu elde eder. Boylece Alice Bob’ a bu durumu
gondermis olur.

Isinlama olayinda da kiibit” in aktarilamasi sirasinda once Alice’ in kibitindeki
bilgi silinir. Sonra ayni bilgi Bob’un kibitinde ortaya ¢ikar. Boylece bir kiibitin igerigi,
evrenin iki farkli yerinde ayni anda var olamaz (Quantum No Cloning Theorem).
Ismmlamada parcaciklardan biri iizerinde yapilan Ol¢lim, nerde olursa olsun diger
parcacigin durumunu aninda degistirir. Alice, Bob’ a ly) durumunu gonderdiginde
elinde bu durum hakkinda bir bilgi kalmaz. Yani ly) durumu Bob’ a tasinir. Bu nedenle
yapilan isleme 1sinlama denir. Ismlamanin en basit durumu g kiibit icerir. Bunlardan
ikisi Alice ile ilgili bir tanesi de Bob ile ilgilidir. Alice’ in elinde durumunu bilmedigi
birinci parcacik ve Bob’ unkine dolanik oldugunu bildigi ikinci pargacik vardir.
Normalde bunlar bagimsiz kuantum durumlarina sahiplerdir. Fakat Alice bunlar1 iki
kubit kapasiteye sahip fiziksel sistem olarak diisiinebilir. Boyle sistem iizerinde
yapilacak Ol¢iim en fazla dort farkli sonug verecektir. Alice elindeki iki pargacigi en
yuksek diizeyde dolaniklastirarak bir 6lgtim alir. Bell durumlari olarak adlandirilan dort
olast durumdan birine ¢dkmeyle sonuglanacak Ol¢cim sonunda bilinmeyen kibitin

iceriginin deforme olmus bir sekilde Bob’ un kibitine aktarildigini gosterir. Simdi
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Alice’ in elde ettigi degerleri ve buna bagli olarak Bob’un kendi kiibitini hangi
kapilardan gecirecegine bakalim:

Eger Alice 00 o6lgerse ve bunu Bob’a gonderirse, Bob’un hicbir sey yapmasina
gerek yoktur. Bob zaten al0)+ £11) durumuna sahiptir.

Eger Alice 01 o6lcerse ve bunu Bob’a gonderirse, bu durumda Bob kendi kibitini
X kapisindan gegirir ve hy) durumuna sahip olur.

Eger Alice 10 dlgerse ve bunu Bob’ a génderirse, bu durumda Bob kendi kibitini
Z kapisindan gegirir ve ly) durumuna sahip olur.

Eger Alice 11degerini dlgerse ve bunu Bob’a gonderirse, bu durumda Bob kendi

kiibitini 6nce X sonra da Z kapisindan gegirerek ly) durumuna sahip olur.
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3.YAPILAN CALISMALAR

Kuantum Hesaplama ve Kuantum Bilgi, kuantum mekanik sistemleri kullanarak
bilgiyi isleme calismasidir. 1980°li yillarin baslarinda, 151k hizindan daha hizli olacak
sekilde sinyal gonderiminin miimkiin olup olmadig1 sorusu giindem olmustur. Eger bir
kuantum mekanik durum vektoriiniin kopyalanmasi1 miimkiin ise, 151k hizindan daha
hizli sinyal gonderimi de miimkiin olacakti. Ancak yine 1980’li yillarin baslarinda
kesfedilen bir kuantum durumunun kopyalanamayacagi (quantum no cloning theorem)
gercegi, 151k hizindan daha hizli sinyal gonderiminin miimkiin olmadigmi gostermistir.
Bu sonug, kuantum hesaplama ve kuantum bilgi calisma alaninda elde edilen ilk
sonuglardan biri olarak degerlendirilir (Nielsen ve Chuang, 2010)

1993 yilinda Benett ve arkadaslar1 (Bennett vd.,1993) kuantum mekaniginin en
onemli ve ilging uygulamalarindan bir tanesi olan Kuantum Ismnlama (Quantum
Teleportation) olaymi1 kesfettiler. Arastirmacilar Einstein-Podolski-Rosen Kanali
(Einstein vd., 1935) denilen dolanik bir durumu (Jip) = (|00)+|11))/72) kullanarak bir
kibitlik durumu (Jy)=a|0)+b|1)) bir yerden baska bir yere iki bitlik bir klasik bilgi
paylasimi ile transfer etmenin miimkiin oldugunu gosterdiler. Dort yil sonra bu 1sinlama
protokolii, deneysel olarak gergeklestirildi (Bouwmeester vd.,1997). Bu c¢alismada,
fotonlar fiziksel olarak bagli olmasa bile bilginin bilgisayar ciplerindeki fotonlar
arasinda aktarilabilecegi gosterilmis oldu. Bu sonug, daha hizli ve daha verimli
islemciler ve sensoOrler saglayarak teknoloji, tip ve bilimde devrim yaratma
potansiyeline sahip olan kuantum hesaplamay1 gelistirmede 6nemli bir adim olarak
degerlendirilir. Simdilik maddenin 1sinlamasi yalnizca bilim kurgu filmlerinde var olsa
da, sinlanma kuantum mekaniginin atom alt1 diinyasinda miimkiindiir. Kuantum
diinyasinda 1ginlama, maddenin tasinmasindan ziyade bilginin taginmasini igerir.

Bir kiibitlik bir durumun deneysel olarak 1sinlanmasiin ardindan, iki kiibitlik bir
durumun (Jy) = al00)+b|01)+c|10)+d|11)) ismlanip 1sinlanamayacagi sorusu glndeme
gelmistir. Yaklagik bes yil sonra, bir grup arastirmact (Lee vd., 2002), iki kubitlik bir
sistemin 1smnlanmasi i¢in bir protokol gelistirdiler ancak bu protokoliin agik bir sekilde
ifadesi ¢alismada yer almamustir. Iki kiibitlik sistemin acik bir sekilde ifadesi 3 y1l sonra
Rigolin (Rigolin, 2005) tarafindan gergeklestirildi. Bu ¢alismada her ne kadar Rigolin N
kiibitlik bir durumun 1s1mlanmasi i¢in bir formiilasyon gelistirse de ikiden fazla kiibitlik
bir durumun isinlanma protokolii icin acik bir calisma sunamamustir. ikiden fazla

kiibitlik bir durumun isinlanmast son derece karisik ve fazla sayida Bell durumu



kullanmay1 gerektirir. Ornegin 1(bir) kiibitlik durumun isinlanmas: 4, 2(iki) kibitlik
durumun 1gmlanmasi 16, 3(0¢) kiibitlik durumun 1sinlanmasi 64, 4(dort) kubitlik bir
durumun 1si1lanmas1 256, ve nihayet N kiibitlik durumun isinlanmas: 4N tane Bell
durumu iiretmeyi ve kullanmayr gerektirir. Her ne kadar literatiirde 3 (Ug) kubitlik
durumlarin 1ginlamast ile ilgili caligmalar olsa da, bu 1simlama protokolleri ¢ok karmagik
(Li vd., 2016), okunmasi zor (Liu vd., 2014) ve hatta bazilarin1 anlamak imkansiz (Li
vd., 2019) gibidir.

Bu ¢alismada, 3(l¢) kiibitlik bir durumun 1smlanma protokolii agik bir sekilde
olusturulacaktir. Sonuglar, N kiibitlik bir durumun 1ginlama protokoliiniin olusturulmasi

icin genellestirilecektir.

3.1. N-Kiibitlik Bir Durumun Isinlama Protokolii

Orijinal tek kubitin 1sinlama protokolii iki taraf igerir: Alice ve Bob. Alice, Bob' a
tek kubitlik bir (|y)s, = a|0)4, +B]1),,) durumu gondermek ister. Burada A ve B
sirastyla Alice ve Bob' u ifade eder ve a ve f, | ), ~ nin normallestirilmesini
istedigimiz igin |a|? + |f|? = 1 kosulunu saglayan bilinmeyen genliklerdir. Alice ve

Bob, aralarinda

1

ot = 00 + |11 Esitlik 183
| )A2B1 \/f(l )A2B1 | )AzBl) (Es )

maksimum dolanik durumu ifade eden iki kibitlik durumun birer kiibitini paylasarak ise
baslarlar. Alice gondermek istedigi durum vektoriinii, Bob ile dolanik durumdaki iki

kiibitten kendi payma diisen ile etkilestirir ve esitlik(185) elde edilir.

N 1 o
|©)pas, V)4 BI04, 7(“ |000) 5, +@[01D) 5 +81100) 0 + B111D),05 ) (Esitlik 184)

Burada ilk iki kiibit Alice' e ve son kibit ise Bob' a aittir. Yukaridaki ifade,
esitlik(184)’ te verilen Bell durumlari cinsinden yeniden yazilirsa, ortak durum,
esitlik(185)’ teki gibi olur.

|ot) = %(|00)J_r|11)) ,lpE) = %(lOl)i |10)) acisindan esitlik(184)’

deki ilk iki kibiti yeniden yazarsak

1 o 1.
[®) = S[1P)(al0) +BIL) + [D7)(@l0) = BIL) + W)l 1) + BI0Y + ™)1 —plop]  (Esitlik 185)
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seklini alir. Protokoliin bu asamasinda Alice, Bell baz olglimleri adi verilen
(@F,¢*, @, ¢7) kismi dlglimler yapar ve Bob, Alice” in 6lgiim sonucuna gore baska
bir durum vektorine sahip olur. Daha sonra Alice 6lgiim sonucunu klasik bir kanal
araciligryla Bob' a gonderir; Bob, dort olasi sonugtan birine bagli olarak orijinal durumu
elde etmek igin bazi lojik kapilar kullanir. Bu lojik kapilar, tek kibit islemcileridir.
Olgiim sonuglarma bagh olarak Bob, orijinal durumu kurtarmak i¢in sahip oldugu
kibite 1, Z, X ve ZX lojik kapilarindan birini uygular. Bu kapilarin veya islemcilerin,
tek kibit durumlar1 {izerindeki eylemleri 1|0) = [0), I|1) = [1), X|0) = |1), X|1) =
|0), Z|0) = |0), Z|1) = —|1) seklindedir.

Yukarida tek kiibitlik durumun 1smlanma protokoliinii asagidaki gibi
genellestirdik. Alice' in rastgele bir N kibit durumunu Bob' a 1sinlamak istedigini

varsayalim. Isinlamak istedigi durum su sekilde yazilabilir:

| Whayan =S50 |x), (Esitlik 186)

...... N

Esitlik (187)° de; a;, 212-21|aj|2 = 1 saglayan bilinmeyen genliklerdir ve x; €{0,1},
j saywisinm ikili ifadesini sdylemenin bir diger yolu olan 2V boyutlu uzayda j baz
vektordir. Tek kubitlik durumu igin (N = 1), x; = 0 ve x, = 1 dir. Iki kiibitlik durumu
icin(N=2), x;,=00, x,=01, x3=10, x, =11dir. TUmx;' leri ayn1 sayida bit
(N bit) yapmak icin uygun sayida sifirlar eklenmelidir. Alice ve Bob ayrica

| D)4, ..anBy...By = H?’:ﬂ (p+)Aij = %H]’I\Ll(loo)AiBj + |11>A]-Bj (Esitlik 187)

[00)+]11)
V2

durumun N kiibitini paylagirlar. Burada |®*) = Alice, 1smlanmak istedigi

durumu | b)4, .. ayB,....sy ile etkilesime sokar ve

1 & N
[On- 5, V) 8110 a5, = 2 X3 n, O (1005 11015 (Esitlik 188)

elde eder. Esitlik(189)’un ikinci kismi yeniden ifade edildiginde su sekilde

gosterilebilir:
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N 2N
H(IOO)A,.B,. +11), ) = Z|xj)Aj |x]-)Bj (Esitlik 189)
j=1 j=1

Bu esitligi duzenleyerek

2N 2N

1 .
|Pa,.....aonBs ...By Z| ])A " ®Z k| X ), .. By (Esitlik 190)
1[2N]=1 Ry 2N o]
. 1
elde ederiz. |xj>A1 ...... Ay = ﬁlbj)Al ...... A,y V€ O(1<|X1<)Bl ...... By = |1le)31 ...... BN
tanmimlandiktan sonra;
4_N
1 -
|¢)A1 ------ AznBi...By T ﬁzllbj),ql ...... A2N®|¢j)31 ...... Bn (Esitlik 191)
]:

sekildeki gibi yeniden ifade edilebilir. Goruldigi gibi, esitlik(192)'de verilen ortak
durum Alice ve Bob'un sahip oldugu kiibitler cinsinden yazilmigtir. Alice simdi kismi

Bell baz o6l¢iimleri yapiyor ve (fN) esit olasilikla 4Vsonuglarindan birini elde ediyor ve

klasik iletisim kanali iizerinden 2N adet klasik bilgi bitlerini Bob’ a gonderir.
Alice' in 6l¢iim sonuglarma gore, Bob, orijinal durumu kurtarmak icin uygun

Uniter islemcileri uygular. Protokoliin basarili bir sekilde galigmasi igin, | bj)4, . ve

~AzN
| ¥;)s,..5y durumlari 4N kez yeniden diizenlenebilir olmalidir. Her yeniden diizenleme

icin, tek kiibit kapilarm dogru sirasi olusturulmali ve | b4, 4,y V€ [¥)g g, durumlari

da uygulanmalidir. Burada bunlara nasil ulasilacagini gésterdik.

Elemanlar: tek kubitli Z ve X islemcileri olan U ve V olmak Uzere iki kiime

tanimlayalim.
U={Z_;l1 <i< N} (Esitlik 192)
V={X_|1<i<N} (Esitlik 193)

Esitlik(193) ve (194), Z ve X bilinen Pauli matrisleridir. Z_,; soldan saga i inci
klbit Gzerine, X_; ise sagdan sola i inci kubit tGzerine etki eder. Simdi U ve V' nin P(U)

ve P(V ) olarak adlandirdigimiz gii¢ kiimelerini tanimlayalim.
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P(U)={Z.:Z, c M} N
(Esitlik 194)

P(V) ={X_:X_ € M}

Esitlik(195)” te P(U) ve P(V ) elemanlari, birim islemcisi I olarak tanimladigimiz
bos kiime U ve V kimelerinin kendileri de dahil olmak tzere U ve V' nin tim alt
kiimeleri olarak tamimlanir. Diger iki P(U) ve P(V ) kiimelerini, azalan sirayla yazilan
iki veya daha fazla elemanl alt kiimeleri disinda, P(U) ve P(V ) ile ayn1 kiimeler olarak

tanimladik. Ornegin; N = 2 icin

U={Z_,,Z_,},

V={X_1, X}
PU)={1,Z,1,Z_5,Z_1Z_,}
P(V) ={l, X1, X2, X1 X0}
PU)={1,201, 23,2521}
PNV)={l, X1, Xep X nXea}

Simdi P(U) ve P(V)'in kartezyen ¢arpimini tanimlayalim.
P(U)XP(V) = {(w, v)|u € P(U),v € P(V)} (Esitlik 195)

Esitlik(196)’da P(U)xP(V) bir 2¥x 2¥matristir, buna Q diyelim. Daha sonra Q matrisi,
Q' nun siitunlar1 art arda yazilarak tek bir siituna doniistiiriiliir. Bu siitunun j. 6gesi Qj

olsun.

Qilb)a,  ayn = 1b))ay a,n (Esitlik 196)

IDYa, 4,y = 9’=1(I00)2Aj+I11)2AJ.) (Esitlik 197)
seklinde yazilir. Simdi P(V) ve P(U)' nun baska bir kartezyen ¢arpimini tanimlayalim
ve buna yine 2¥x 2V matris olan W diyelim. Bu sefer W matrisi, ardisik olarak
yazilarak tek bir siituna dontistiriiliir. Bu siitunun j. eleman1 Wj olsun. [y);) durumlari

ise su sekilde elde edilebilir:
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(Esitlik 198)

(Esitlik 199)

Alice, |b;) 4, a,,durumlarindan birini esit olasilikla (4%) Olcer ve Bob' a klasik bir
iletisim kanali araciligiyla 2N klasik bilgi biti gonderir. Alice' in Ol¢lim sonuglarina
gore, Bob' un uygulamasi gereken islemciler P(U) ve P(V)' nin kartezyen ¢arpimi olan

bagka bir 2¥x 2N matris tanimlanarak elde edilebilir ve buna R diyebiliriz. R, siitunlar1

arka arkaya yazilarak tek bir siituna doniistiiriilebilir. Bu siitunun j. eleman1 Rj olsun.

Ril1)p, By =1¥j)B, By (Esitlik 200)

Esitlik(200), rastgele bir N kibit durumu igin 1sinlanma protokoliinii basariyla

tamamlar.

Tablo 1. Ibj)a, a,y Ve IWj)g, By durumlarmin yeniden diizenlenmesinde kullanilacak

tek kiibit kapilar

Q W R

N=1 N=2 N=1 N=2 N=1 N=2

1 1 I I 1 I

Z_4 Z_4 Z4 Z_4 Z_4 Z_4

), O Z_, X3 Z_, X 4 Z_,,

VARY. O ARV X 7, YARYAR Z X1 Z.p7 4
), O ), O X q
Z_ 41X 4 X 17 4 Z_ 41X 4
Z_ X 4 X 17, Z_ X 4
Z_1Z X 4 X 1Z_ 17, Z_1Z X 4
X, X, X o
Z_1X_, X o7 4 Z_ 41X 5
Z_ X, X 7, Z_ X 5
Z_ X X 4 X 72 17, YACYARD, O
X X 4 X o X4 X 11X,
Z_ 4 X X4 X X 1Z 4 Z X X 5
Z_ X X 4 X X 1Z_, Z_ X Xy
Z_1Z X X 4 Xy X 1Z 47, Z o Z X X o

3.2. Uygulama 1: Iki kiibitlik bir durumun 1sinlama protokolii
Rigolin, 2005 yilinda iki kiibitlik bir durumun 1smlama protokoliinii hazirlamay1
basardi. Bunun i¢cin 16 tane Bell durumu kullanilmasi gerekmektedir. Rigolin® in

gelistirdigi protokol bir kiibitlik durumun ismnlanma protokiiliine benzer. Alice
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isinlamak istedigi durumu hy)=al00)+bl01)+cl10)+dI11) daha 6nce bir araya gelip bu
sefer ikiger kiibitlerini paylastiklar1 dolanik bir durumla etkilestirir. Protokoliin dogru
bir sekilde caligmasi i¢in bu dolanik durumun dogru bir sekilde belirlenmesi gerekir. Bu

dolanik durum agagida verilmistir.
) = % (I0000)+10101)+1010)+1111)) (Esitlik 201)

Iy ) durumunun ilk iki kiibitini Alice son iki kiibitini ise Bob alir ve uzaklagirlar.
Alice 1ginlamak istedigi iki kiibitlik durumu li;) durumu ile etkilestirir. Bu etkilesim
sonucunda ¢ikan durum iiretilecek olan ve birincisi verilen (Iy,)) 16 adet Bell durumu
cinsinden ifade edilir. Bu asamadan sonra Alice kendisine ait olan 4 kiibitlik durumu
olger ve elde ettigi 4 bitlik klasik bilgiyi Bob’ a gonderir. Bob, Alice’ den gelen bilgiye
gore, kendi kiibitlerini protokole uygun kapilardan gegirerek 1sinlanmak istenen durumu

insa eder.

[1h1) =5(0000)+/0101)+/1010)+1111)) durumu;

[B1) =5(10000)+0101)+/1010)+1111)) (Esitlik 202)
[B2) =(10000)+0101)-[1010)-[1111)) (Esitlik 203)
[Bs) =(10000)-/0101)+{1010)-[1111)) (Esitlik 204)
[B4) =(10000)-0101)-[1010)+1111)) (Esitlik 205)
|Bs) =~(10001)+/0100)+/1011)+1110)) (Esitlik 206)
[Bs) =>(10001)+/0100)-[1011)-[1110)) (Esitlik 207)
[B;) =>(10001)-/0100)+{1011)-[1110)) (Esitlik 208)
|Bs) =>(10001)-/0100)-[1011)+1110)) (Esitlik 209)
|Bs) = =(10010)+/0111)+/1000)+/1101)) (Esitlik 210)
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[B1o) =5(10010)+{0111)-1000)-1101))
|B11) =3 (10010)-|0111)+/1000)-1101))

|B12) = (10010)-]0111)-[1000)+/1101))
|B1) == (10011)+/0110)+1001)+1100))
|B14) = (10011)+0110)-|1001)-1100))
|B1s) = (10011)-|0110)+/1001)-1100))

|B1) = (10011)-|0110)-1001)+/1100))

seklinde yazilir. Boylece protokol basarili bir sekilde tamamlanmis olur.

3.3. Uygulama 2: Ug kiibitlik bir durumun 1sinlama protokolii

(Esitlik 211)
(Esitlik 212)

(Esitlik 213)

(Esitlik 214)

(Esitlik 215)

(Esitlik 216)

(Esitlik 217)

Simdi de 1sinlanmak istenen 3 kiibitlik durumu belirleyelim. 3 klbitlik durumun

muhtemel 8 adet konfigiirasyonu vardir. Durum vektorine hy) diyelim.

[¥)a,a,0, = (@11000) + @;|001) + @r3]010) + ,|100) + @5]011) + a4|101) + a;1110) + ag|111)) 4,4,4,

(Esitlik 218)

Esitlik(219)’ da, @, a,, a3, au, as, a6, @; Ve ag kompleks sayilardir. | ¥ )

durumunun normalize olmasi gerektigi ger¢eginden dolay1

|“1|2 + |“2|2 + |“3|2 + |“4|2 + |“s|2 + |“6|2 + |“7|2 + |“8|2

(Esitlik 219)

olmalidr. Alice ve Bob, daha Once bir araya geldiklerinde aralarinda dolanik bir

durumun Uger kibitini paylagmalar1 gerekir. Bu dolanik duruma “Kuantum Kanal” veya

“Bell durumu” denir. Aylin, 1sinlamak istedigi durumu, bu dolanik Bell durumu ile

etkilestirir. Bu asamada elde edilen durumun ilk 6 kibiti Alice’e, son 3 kibiti ise Bob’a

aittir. Dolasik alt1 kiibitlik durum su sekilde yazilir:

. 1
D) a,4,4.8.8,8; = H?:Nd’ )ajBj =75 ?:1('00)14]'3]' +111)4j5;)
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Alice ve Bob, esitlikte verilen durumun i Kiibitini paylasir. 11k {i¢ kiibit Alice' in
ve son (gl ise Bob' undur. Esitlik(221) agike¢a su sekilde yazilabilir:

b anss, = J_(\oooooo>+\001001>+\01001o>+\1001oo>+\011011>+\101101>+\110110>+\111111>) ass, (Esitlik 221)

Alice sadece kendi kubitlerine, Bob ise sadece kendi kibitlerine islem
yapabilirler. Clnk0 birbirlerinden ¢ok uzaktalar. Protokoliin dogru bir sekilde islemesi
icin bu dolanik Bell durumunun dogru belirlenmesi gerekir.

Protokoliin dogru bir sekilde calismasi igin, Uger kibitlerini paylastiklar1 Bell
durumuna ek olarak 63 tane baska Bell durumunun dolayisiyla toplam 64 dogru Bell
durumlarmin belirlenmesi gerekir.

N = 3 durumu icin U = {Z1;72;Z3} ve V = {X1;X2;X3}; Zi ve Xi' nin i' nci
duruma gore hareket ettigini hatirlayalim.

U ve V' nin ¢alismasi sekli sirasiyla sagdan sola ve soldan saga su sekilde

verilmistir:

P(VU) ={1,Z4,Z5,Z3,72175, 2173, 7573, 717,73} o
ad (Esitlik 222)
P(V) ={I, X4, X5, X3, X2X1, X5X1, X3X;, X3X2X1}

P(U) ve P(V)'nin kartezyen carpimi 8x8'lik bir matristir ve su sekilde verilir,

X1 X2 X3 X2X1 X3X1 X3X> X3X2X1
21Xy Z1X> Z1X3 Z1X2X1 Z1X3X1 Z1X3X> Z1X3X2X1 \
Zz Z2X1 Z2X> Z2X3 Z2X2X1 Z2X3X1 Z2X3X> Z2X3X2X1 |
A Z3Xy Z3X> Z3X3 Z3X2X1 Z3X3X1 Z3X3X> Z3X3X X1 |
Z1Z, Z1Z:X4 212X, Z1Z:X3 Z1Z:X:X1 Z1Z,X3X1 Z1Z:X3X, Z1Z7:X3X2X1 |
Z1Z3 Z1Z3X4 Z1Z3X, Z1Z3X3 Z1Z3X2X1 Z1Z3X3X1 Z1Z3X3X> Z1Z3X3X2X 1 |
ZyZs Z7Z3X1 Z7Z3X> Z3Z3X3 Z2Z3X2X1 Z7Z3X3X1 Z2Z3X3X> Z2Z3X3X2X1 }

|
P(U)xP(V) =|
\ IZZZ3 ZIZZZ3X1 ZIZZZ3X2 Z122Z3X3 leZZ3X2X1 ZIZZZ3X3X1 leZZ3X3X2 leZZ3X3 2X1

Denklemdeki matrisi, o matrisin siitunlarin1 ardisik olarak yazarak tek bir siituna
cevirebilir ve buna Q admi verebiliriz. Qj, Q' nun j. Ogesiyse, |b) Uzerinde Qj
uygulanarak 64 b durumu olusturulabilir. Burada 1<j<64 “b durumlarr” dedigimiz bu

durumlar agagida verilmistir.

1b1)=7=(1000000)+1001001)+010010)*+100100)+l011011)+101101)H110110)+111111))  (Esitlik 223)

Ib2)=7(1000000)+1001001)+1010010)-1100100)+1011011)-101101)-110110)4111111))  (Esitlik 224)
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1b3)=7(1000000)+1001001)-1010010)*1100100)-01101.1)+/101101)-110110)-/111111))
1b4)=71000000)-1001002)*1010010)*1100100)-01101.1)-1101101)+110110)-/111111))
Ib5)=7(1000000)+1001001)-1010010)-1100100)-1011011)101101)+}110110) +111111))
Ib6)=7(1000000)-1001001)+1010010)-1100100)-1011011)+101101)-110110) +111111))
Ib7)=7(1000000)-1001001)-1010010)+100100)+011011)-101101)-110110) +111111))
1b5)=7(1000000)-1001001)-1010010)-1100100+1011011)+101101)+{110110)-/111111))
1b9)=(1000001)+1001000)*+010011)+1100101)*+1011010)+101100)+}110111)+111110))
Ib10)=75(1000002)+1001000)+1010011)-1100101)+1011010)-101100)-/110111)-111110))
1b11)=75(1000001)+1001000)-101001.1)+100101)-1011010)+/01100)-1110111)-111110))
1b12)=75(1000001-1001000)+101001.1)+100101)-1011010)-/101100)+110111)-111110))
Ib13)=7=(000001)*1001000)-1010011)-1100101)1011010)101100)+1110111)+111110))
1b14)=75(1000001)-1001000)+101001.1)-1100101)-1011010)+101100)-}110111)+/111110))
1b15)=75(1000001)-1001000)-1010011)+1100101)*+011010)-/101100)-}110111)+/111110))
Ib16)=(1000001)-1001000)1010011)-1100101)+011010)*+101100)+{110111)-111110))
Ib17)=(1000010)*+1001011)*+010000)*1100110)+1011001)+1101111)+1110100)+111101))
Ib15)=(1000010Y*+1001011)*010000)-1100110)*+1011001)-1101111)-{110100)-111101))
Ib16)=(1000010)+001011)-1010000)+1100110)-1011001)+1101111)-{110100)-111101))
1b20)=(1000010)-1001011)+1010000)+1100110)-1011001)-101111)+{110100)-/111101))

Ib21)=(1000010Y*+1001011)-1010000)-1100110)-1011001)-1101111)+1110100)+111101))

Ib22)=(1000010)-1001011)+1010000)-1100110)-1011001)*+101111)-1110100)+111101))
Ib23)=(1000010)-1001011)010000)+100110)+1011001)-101111)-1110100)+111101))
1b24)=(1000010)-1001011)-010000)-1100110)+011001)*+101111)+{110100)-111101))

Ib25)=(1000100Y*+1001101)*+010110)+1100000)+l011111)+/101001)+1110010)+/111011)
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(Esitlik 225)
(Esitlik 226)
(Esitlik 227)
(Esitlik 228)
(Esitlik 229)
(Esitlik 230)
(Esitlik 231)
(Esitlik 232)
(Esitlik 233)
(Esitlik 234)
(Esitlik 235)
(Esitlik 236)
(Esitlik 237)
(Esitlik 238)
(Esitlik 239)
(Esitlik 240)
(Esitlik 241)
(Esitlik 242)

(Esitlik 243)

(Esitlik 244)
(Esitlik 245)
(Esitlik 246)

(Esitlik 247)



26)=5(1000100)+1001101)+010110)100000)+011111)- -1110010)-
Ib26)=7(( >+ & ) M+ )-101001)- )-111011))
27)=(1000100)+1001101)-1010110)+100000)-011111 -1110010)-
Ib27)=7( >+ M a ) )+/101001)-| )-111011))
1b25)=75(1000100)-1001101)+1010110)+100000)-1011111)-|101001)+1110010)-111011))
1b26)=75(1000100)+001101)-1010110)-1100000-1011111)-/101002)+110010)+111011))
1b30)=75(1000100)-1001101)+1010110)-1100000-101111.1)+101001)-}110010)+111011))
1b31)=75(1000100)-1001101)-1010110)+1100000)+011111)-/101001)-}110010)+111011))
1b32)=75(1000100)-1001101)-1010110)100000)+01111.1)+101001)+1110010)-111011))
1b35)=75(100001.1)+1001010)+010001)+100111)*+011000)*+101110)+110101)+/111100)
Ib34)=75(1000011)+1001010)*+1010001)-1100111)+011000)-1201110)-1110102)-111100))
Ib35)=75(1000011)+1001010)-1010001)+100111)-1011000)+/201110)-1110101)-111100))
1
Ib36)=7(1000011)-1001010)+010001)+100111)-1011000)-1101110)+/110101)-/111100))
1
Ibs7)=7(1000011)+1001010)-1010001)-1100111)-1011000)-|101110)+/110101)+/111100))
1
Ib36)=7(1000011)-1001010)+010001)-1100111)-1011000)+/101110)-/110101)+/111100))
Ib39)=(1000011)-1001010)1010001)+100111)+1011000)-101110)-1110101)+111100))
Ib20)=(1000011)-1001010)1010001)-1100111)+011000)*+101110)+{110101)-111100))
Ib41)=(1000101)*+1001100)+010111)+100001)*+011110)+/101000)+1110011)+/111010)
Ib42)=(1000101)*+1001100)*+010111)-1100001)+1011110)-1101000)-|110011)-111010))
Ib43)=(1000101)*+1001100)-1010111)+1100001)-1011110)+/101000)-|110011)-111010))
1b44)=(1000101)-1001100)+1010111)+1100001)-1011110)- 101000} +{110011)-111010))
Ib45)=(1000101)*+1001100-1010111)100001)-011110-1101000)+1110011)+/111010))
Ib46)=(1000101)-1001100)+1010111)-1100001)-011110)*+101000)-110011)+111010))
Ib47)=(1000101)-1001100)1010111)*+100001)*011110)-101000)-1110011)+111010))

Ib45)=(1000101)-1001100)1010111)-1100001)+011110)*+101000)+{110011)-111010))

o1

(Esitlik 248)
(Esitlik 249)
(Esitlik 250)
(Esitlik 251)
(Esitlik 252)
(Esitlik 253)
(Esitlik 254)
(Esitlik 255)
(Esitlik 256)
(Esitlik 257)
(Esitlik 258)
(Esitlik 259)
(Esitlik 260)
(Esitlik 261)
(Esitlik 262)
(Esitlik 263)
(Esitlik 264)
(Esitlik 265)
(Esitlik 266)
(Esitlik 267)
(Esitlik 268)
(Esitlik 269)

(Esitlik 270)



Ib45)=(1000110Y*+1001111)*+1010100)+1100010)*1011101)+/101011)+/110000)+/111001)
Ibs0)=(1000110Y*+1001111)*+1010100)-1100010)*+1011101)-1101011)-|110000)-111001))
Ib51)=75(1000110)+001111)-1010100)+100010)-1011101)+/201011)-1110000)-111001))
Ibs2)=75(1000110)-1001111)+1010100)+100010)-1011101)-/101011)+1110000)-/111001))
Ibs3)=75(1000110)+001111)-1010100)-1100010-1011101)-/101011)+110000)+111001))
Ib54)=75(1000110)-1001111)+1010100)-1100010-1011101)+101011)-}110000)+111001))
Ibs5)=75(1000110)-1001111)-1010100)+1100010)+011101)-/101011)-|110000)+111001))
Ibs6)=75(1000110)-001111)-1010100-1100010)+1011101)+101011)+110000)-111001))
Ibs7)=75(1000111)+1001110)+010101)*+100011)*+011100)*+101010)+/110001)+/111000))
Ibss)=75(1000111)+1001110)+1010101)-1100011)+1011100)-1101010)-|110001)-111000))
Ibso)=5(1000111)+1001110)-1010101)*100011)-1011100)+/201010)-110001)-111000))
Ib60)=5(1000112)-1001110)+1010101)*+100012)-1011100)-/101010)+1110002)-111000))
Ib61)=75(1000111)+1001110)-1010101)-110001.1)-1011100)-[101010)+110001)+111000))
Ibe2)=(1000111)-1001110)+1010101)-1100011)-011100)*+101010)-1110001)+111000))
Ibe3)=(1000111)-1001110)010101)+100011)*+011100)-1101010)-/110001)+/111000)}

Ib64)=(1000111)-1001110)010101)-1100011)+1011100)+/101010)+}110001)-/111000)}

(Esitlik 271)
(Esitlik 272)
(Esitlik 273)
(Esitlik 274)
(Esitlik 275)
(Esitlik 276)
(Esitlik 277)
(Esitlik 278)
(Esitlik 279)
(Esitlik 280)
(Esitlik 281)
(Esitlik 282)
(Esitlik 283)
(Esitlik 284)
(Esitlik 285)

(Esitlik 286)

Alice, 1ginlanmak istedigi durumla payindaki kiibit ile etkilesime girdikten sonra

asagidaki ortak durum elde edilir.

|®)a,A,4,4,4,4.B,B,8, = [W)a,a,4,8Ib)a,A.4,B,B,B,
(224) ile (287) esitliklerini (289) esitligi seklinde yazabiliriz.

+ £{/000000000)+{000001001)+/000010010)+/000100100)+/000011011)+

/000101101)+/000110110)+/000111111)}-+ 7{[001000000)+/001001001)+
1001010010)+/001100100)+/001011011)+/001101101)+/001110110)+
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(Esitlik 287)

(Esitlik 288)



001111111)}+ £{/010000000)+/010001001)+/010010010)+010100100)+
010011011)+/010101101)+/010110110)+010111111)}-+ £4]100000000)+

|L00001001)+100010010)+|100100100)+/100011011)+|100101101)+
[100110110)+[100111111)}+ 92{1011000000)+/011001001)+011010010)+

011100100)+/011011011)+/011101101)+011110110)+/011111111)}+
2 {/101000000)+[101001001)+[101010010)+{101100100)+[101011011)+
[101101101)+{101110110)+[101111111)}+ “Z{|110000000)+110001001)+

1110010010)+/110100100)+/110011011)+/110101101)+110110110)+
[110111111)}+ 5{]111000000)+{111001001)+/111010010)+[111100100)+

1111011011)+/111101101)+/111110110+ |111111111)}

|D) A A,A:A,AA,B,B,B; = §Z 1Bj)a,A,4.4,4:8, ®1Y))B,B,B, (Esitlik 289)

Burada esitlik(290)°da Iyp;) durumlar1 uygun iiniter tek kiibit kapilar uygulanarak
64 kez yeniden dizenlenmelidir.

Bu tek kiibit kapilar, kartezyen alinarak elde edilebilir.

Asagida verildigi gibi bir 8x8 matrisi olan P(V) ve P(U)' nun ¢arpimi1

Zy Z, Z3 217, YAVA 7,73 YAYAYAS
/ XiZ4 XiZ, XiZ5 X1Z1Z, X1Z1Z5 X1Z2Zs X1Z1Z,Z; \
| x2 X2Z4 X2Z, XoZs XoZ1Z; X2Z173 X2Z2Zs XoZaZZs |
PYV)XP(U) | X3 X3Z4 X3Z, X3Z3 X3Z4Z; X3Z1Z3 X3ZoZ3 N EYAVAYAS |
| XXy X2X1 Z4 X2X1Z; XoXaZs  XoXaZiZ, XoXiZ:Zs  XoXaZoZs  XoX1Z1Z2Z3 |
[ XX, X3X1Z4 X3X1Z; XaXaZs  XaXaZaZs — XaXaZoZs — XeXaZoZs  XeXaZiZoZs |
\ XXz  XsXoZy X3X2Z; XsXoZs  XsXoZiZp  XaXoZiZs  XoXoZoZs  XsXpZ1Z,7Zs }
XaXoX:  XsXeXiZy XsXoXiZp XsXoXaZs XaXoX1Z1Zr XoXoX1Z1Zs XaXoXaZoZs  XsXoXaZ1ZoZs

gibidir. Denklemdeki bu matris, satirlar1 ardisik olarak yazilarak tek bir siituna
doniistiiriilebilir ve buna W denilebilir. Eger Wj, W' nin j. elemani ise, o zaman
) ;) durumlar, her seferinde y; uygulanarak 64 kez yeniden diizenlenebilir ( 1<j<64).
Alice igmlamak istedigi ti¢ kiibit arti1 Bob ile paylasilan b durumlarindan g
kibitte ortak bir 6lcim yapar. Ardindan, klasik bir iletisim kanal kullanarak, Bob' a
hangi durumu 6lgtiigiinii bildirmek igin alti1 bitlik klasik bilgi gonderir. Bu klasik
bilgiyle Bob, orijinal durumu kurtarmak i¢in ii¢ kiibitine uygun iiniter iglemleri uygular.
Uniter islemleri uyguladiktan sonra, 1sinlanma protokolii keyfi bir ii¢ kiibitlik durum
icin basariyla tamamlanmis olur. Bob' un kiibitlerine uygulamasi gereken iiniter iglemler

asagidaki gibi belirlenebilir.
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P(U) = {1, 24, 22, Z3, 2,21, Z571, Z3 70, 732,71} (Esitlik 290)
P(V) = {1, X1, X2, X3, X2X1, X3X1, X3X2, X3X,X1}

Denklem(289)’ da P(U) ve P(V)'nin kartezyen ¢arpimi 8x8' lik bir matristir ve su

sekilde verilir:

I X1 X2 X3 X1X2 X1X3 X2X3 X1X2X3
/ Zy 71Xy 11Xy 71X3 Z:X1X> Z:X1X3 Z1X5X3 Z1X1X2X3 \
| Zy  1Xy  ZLXy Z5X3 Z,X1X> Z,X1X3 Z,X2X3 Z,X1X2X3 [
pupev 2| LB BN T I XX ZXiXa  ZoXoKs  ZaXXeKs |
| 7,20 ZoZ:Xa  Z,Z4Xe  ZoZiXs  ZoZ:X:Xo 7:7:X1Xs  ZZ:1XoXs  Z,Z:1X1XoXs |
| 7.7, 7.7.% Z57.% ToaZiXs  ZaZaXiXo  ZsZiXaXs  ZaZiXoXs  ZaZiXiXoXs |
\ Z3l, 7137,X1  Z1375X; Z37,X3 Z37,X1X; 737,X1X3 737,X5X3 Z37,X1X2X3 /
L3732y 13757.Xy  13757:.X5  737,2:X5 Z737,2:X:Xp  Z3Z57,X1Xs Z3757,X;Xs  Z3Z,7,X:1XX3

Matrisi siitunlarmi yazarak tek bir siituna gevirebiliriz ve R olarak adlandiririz.

Eger Rj o siitunun j. elemaniysa, alt1 bit aldiktan sonra Alice' ten gelen klasik
bilgilerden yola ¢ikarak, Bob kibitlerine Rj uygular ve orijinali geri alir. Boylece
protokol basarili bir sekilde sona erer. Sonu¢ N kubitlik bir durumun iginlama

protokoluniin gelistirilmesine genellestirilir.
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4. SONUCLAR VE YORUMLAR

Bu tez igerisinde kuantum mekanigine genel bir bakis, kuantum dolaniklilik ve
kuantum 1sinlama protokolleri hakkinda bilgi verilmistir. Kuantum Isinlama, kuantum
mekaniginin dogasinda olan kuantum dolanikliligin belki de en ilging olaylarindan birisidir.
Projede N kubitlik bir kuantum durumunun bir yerden bagka bir yere igmlama protokoluniin
olusturulmas1 amag¢lanmaktadir.

N kidbitlik bir kuantum durumunun ismlama protokoliinde yapilacak islemler
admmlariyla asagida Ozet olarak verilmistir.

1. Isinlanmak istenen durumun belirlenmesi (3 kibitlik genel durum)

2. Bu durumun, Uretilecek olan 64 Bell durumlarindan herhangi biri ile etkilesimi
sonucu elde edilecek durumun tespiti (bu durum | ¢) olsun)

3. Bu | ¢) durumunun ilk 6 kubitinin Uretilen 64 tane Bell durumu cinsinden ifade
edilmesi.

4. Alice’in Bell durum 6lcimi sonucunda elde ettigi 6 bitlik Klasik bilginin Bob’ a
gonderilmesi.

5. Bob’ un elde ettigi bu klasik bilgiye gore, 1sinlanmak istenen durumu yeniden insa
edebilmesi icin kendi kibitlerini hangi lojik kapilarindan gegirmesi gerektiginin
belirlenmesi.

6. Protokoliin tamamlanmasi.

7. Sonucun N kibitlik durumun isinlama protokoliine genellestirilmesi.

Bu tezde galisilacak konu her ne kadar teorik olsa da, kuantum isinlama olaynin,
kuantum bilgisayar teknolojisinin gelismesinde ¢ok dnemli bir rolii vardir. Dolayisiyla uzun
vadede yapilan ¢aligmanin, kuantum bilgisayar teknolojisini gelismesine onemli katkilarda
bulunacagina inanilmaktadir
Kuantum bilgisayarlarin gelistirilmesi ve hesaplamalarda kullanilmasi i¢in tiim diinyada
calismalar yogun bir sekilde devam etmektedir. Bilginin kuantum bilgisayarlarca islenme
stirecinde kuantum dolaniklilik ve onun ilging bir sonucu olan kuantum isinlama ¢ok 6nemli
bir rol almaktadir. Bu tezde Onerilen 1silama yonteminin gelistirilmesi, bu alana katki
saglayacaktir. Bu caligmada {iretilecek bilgi ve deneyim daha sonra yapilacak ¢aligmalara
zemin hazirlayacaktir
Kuantum hesaplama ve kuantum bilgi, diinyada oldugu gibi iilkemizde de yeni yeni ¢alisilan
bir alandir. Bu alanda yetismis insan kaynagi, hem teknolojik, ekonomik, hem de akademik

olarak bir birikim olusturma noktasinda son derece onemli katkilar sunacaktir. Bu tezde



gelistirilecek kuantum 1sinlama protokolii ile elde edilen bilgi birikimi ve deneyim,
yapilacak yayinlar ile bu alanda yetisecek akademik insan kaynagina aktarilacak ve
akademik insan yetistirme giicline katkida bulunacaktir. Ayrica bu ¢alismada elde edilecek
bilgi ve deneyim kuantum bilgi ve kuantum hesaplamanin diger alanlarinin da ¢alisilmasi
icin kullanilacaktir.

Kauntum bilgisayarlar bilindigi gibi giivenli haberlesme alaninda da ¢ok 6nemli sonuglar
vaat etmektedir. “Quantum cryptograpy” bu anlamda 6nemli ¢aligma alanlarinda birisidir.
Kuantum 1s1mnlama olayinda elde edilecek bilgi ve deneyim, kuantum hesaplamanimn diger

alanlarmin gelismesine de katki sunacaktir.
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